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Vorwort.

In der vorliegenden Ausarbeitung von vier Vortriigen, die ich
an der Universitit Princeton im Mai 1921 gehalten habe, wollte
ich die. Hauptgedanken und mathematischen Methoden der Rela-
tivititstheorie zusammenfassen. Dabei habe ich mich bemiiht,
alles weniger Wesentliche wegzulassen, das Grundsiitzliche aber
doch so zu behandeln, daf das Ganze als Einfiihrung fiir alle die-
jenigen dienen kann, welche die Elemente der htheren Mathematik
beherrschen, aber nicht allzuviel Zeit und Miihe auf den Gegen-
stand verwenden wollen. Auf Vollstindigkeit kann diese kurze
Darlegung selbstverstiindlich keinen Anspruch machen, zumal ich
die feineren, mehr mathematisch interessanten Entwicklungen,
welche sich auf Variationsrechnung griinden, nicht behandelt habe.
Mein Hauptziel war es, das Grundsiitzliche in dem ganzen Ge-
dankengang der Theorie klar hervortreten zu lassen.

Januar 1922,

A. Einstein.



Erste Vorlesung.

Raum und Zeit in der vorrelativistischen Physik.

Die Relativititstheorie ist aufs engste verbunden mit der Theorie
von Raum und Zeit. Deshalb soll mit einer kurzen Untersuchung des
Ursprungs unserer Ideen von Raum und Zeit begonnen werden, obwohl
ich weill, dab ich mich dabei auf strittiges Gebiet begebe. Alle Wissen-
schaft, sei es Naturwissenschaft oder Psychologie, sucht in gewisser
Weise unsere Erlebnisse zu ordnen und in ein logisches System zu bringen.
Wie hingen die geldufigen Ideen iiber Raum und Zeit mit dem Charakter
unserer Erlebnisse zusammen?

Die Erlebnisse eines Menschen erscheinen uus als in eine Erlebnis-
reihe eingeordnet, in welcher die einzelnen umserer Erinnerung zu-
ganglichen Einzelerlebnisse nach dem nicht weiter zu analysierenden
Kriterium des ,Frither* und ,Spiter“ geordnet erscheinen. Es besteht
also fir das Individuum eine Ich-Zeit oder subjektive Zeit. Diese ist
an sich nichts Mebbares. Ich kann zwar den Erlebnissen Zahlen zu-
ordnen, derart, dali dem spiiteren Erlebnis eine grofiere Zahl zugeordnet
wird als dem fritheren, aber die Art dieser Zuordnung bleibt zunichst
in hohem Mafe willkiirlich, Ich kann jedoch die Art dieser Zuordnung
weiter fixieren durch eine Uhr, indem ich den durch sie vermittelten
Erlebnisablauf mit dem Ablauf der iibrigen Erlebnisse vergleiche. Unter
einer Uhr versteht man ein Ding, welches abzihlbare Erlebnisse liefert
und noch andere Eigenschaften besitzt, von denen im folgenden die
Rede sein wird.

Verschiedene Menschen konnen mit Hilfe der Sprache ihre Erlebnisse
bis zu einem gewissen Girade miteinander vergleichen. Dabei zeigt sich,
dall gewisse sinnliche Erlebnisse verschiedener Menschen einander ent-
sprechen, withrend bei anderen ein solches Entsprechen nicht festgestellt
werden kann. Jenen sinnlichen Erlebnissen verschiedener Individuen,
welche einander entsprechen und demnach in gewissem Sinne iiber-
personlich sind, wird eine Realitit gedanklich zugeordnet. Von ihr,
daher mittelbar von der Gesamtheit jener Erlebnisse, handeln die Natur-
wissenschaften, speziell auch deren elementarste, die Physik. Relativ
konstanten Erlebniskomplexen solcher Art entspricht der Begriff des
physikalischen Kérpers, speziell auch des festen Korpers. Die Uhrist auch
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ein Korper bzw. ein kérperliches System in diesem Sinne. Zum Wesen
der Uhr gehort aulierdem, dal die an ihr gezihlten gleichartigen Teil-
vorgiinge der Erlebnisfolge als einander gleich angesehen werden diirfen.

Begriffe und Begriffssysteme erhalten die Berechtigung nur dadurch,
dab sie zum Uberschauen von Erlebniskomplexen dienen; eine andere
Legitimation gibt es fiir sie nicht. Es ist deshalb nach meiner Uber-
zeugung einer der verderblichsten Taten der Philosophen, dali sie gewisse
begriffliche Grundlagen der Naturwissenschaft aus dem der Kontrolle
zuginglichen Gebiete des Empirisch-ZweckmaBigen in die unangreifbare
Héhe des Denknotwendigen (Apriori.schen) versetzt haben. Denn wenn
es auch ausgemacht ist, daB die Begriffe nicht aus den Erleb-
nissen durch Logik (oder sonstwie) abgeleitet werden kinnen, sondern
in gewissem Sinn freie Schopfungen des menschlichen Geistes sind, so
sind sie doch ebensowenig unabhingig von der Art der Erlebnisse, wie
etwa die Kleider von der Gestalt der menschlichen Leiber. Dies gilt
im besonderen auch von unseren Begriffen itber Zeit und Raum, welche
die Physiker — von Tatsachen gezwungen — aus dem Olymp des
Apriori herunterholen mufiten, um sie reparieren und wieder in einen
brauchbaren Zustand setzen zu kénnen.

Wir kommen nun zu den riumlichen Begriffen und Urteilen. Auch
hier ist es unerlaGlich, die Beziehung der Erlebnisse zu den Begriffen
streng ins Auge zu fassen. Auf diesem Gebiete scheint mir Poincaré
die Wahrheit besonders klar erfalt zu haben in der Darstellung, welche
er in seinem Buche: ,La science et I'hypothése gegeben hat. Unter
allen Verinderungen, welche wir an festen Korpern wahrnehmen, sind
diejenigen durch Einfachheit ausgezeichnet, welche durch willkiirliche
Bewegungen unseres Korpers rickgingig gemacht werden konnen;
Poincaré nennt sie ,Anderungen der Lage“. Durch bloie Lagen-
dnderungen kann man zwei Kérper ,aneinander anlegen®. Das Fun-
dament der Geometrie (Kongruenzsiitze) bezieht sich auf die Gesetze,
welche jene Lagerungsmoglichkeiten beherrschen. Fir den Raumbegriff
scheint uns folgendes wesentlich. Man kann durch Anlegen von
Korpern B, C ... an einen Korper A neue Korper bilden, wir wollen
sagen, den Korper A fortsetzen. Man kann einen Korper 4 so fort-
setzen, daB er mit jedem anderen Korper X zur Berithrung kommt,
Wir konnen den Inbegriff aller Fortsetzungen des Korpers A als den
,Raum des Korpers A% bezeichnen. Daun gilt, dal alle Korper sich
yim Raum des (beliebig gewdhlten) Korpers A“ befinden. Man kann in
diesem Sinne nicht von dem: ,Raum schlechthin, sondern nur von dem
,zu einem Korper A gehirigen Raum® reden. Allerdings spielt im
Alltagsleben der Korper Erdkruste eine so dominierende Rolle in dep
Beurteilung der Lagenverhaltnisse der Karper, dab er zu dem ernstlich
nicht zu verteidigenden Begriff des Raumes (schlechthin) gefiihrt hat.
Wir wollen aber, um diesen verhiingnisvollen Irrtum auszuschlieBen,
nur von ,Bezugskérper® oder ,Bezugsraum® reden., Erst die allgemeine
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Relativititstheorie hat eine Verfeinerung dieses Begriffes notig gemacht,
wie wir spiter sehen werden.

Ich will nicht niher auf diejenigen Eigenschaften des Bezugsraumes
eingehen, welche dazu gefithrt haben, als Element des Raumes den Punkt
einzufiihren und den Raum als Kontinuum aufzufassen. Ebensowenig
will ich zu analysieren versuchen, durch welche Eigenschaften des Bezugs-
raumes der Begriff der stetigen Punktreihe oder Linie gerechtfertigt sei.
Sind aber diese Begriffe nebst ihrer Beziehung zum festen Kérper der
Erlebniswelt gegeben, so ist leicht zu sagen, was unter der Dreidimensio-
nalitit des Raumes zu verstehen ist, nimlich die Aussage: Jedem Punkt
lassen sich drei Zahlen x,, #; und z; (Koordinaten) zuordnen, derart,
dab diese Zuordnung umkehrbar eindeutig ist, und dal sich x,, 2, und z,
stetig findern, wenn der zugehorige Punkt eine stetige Punktreihe (Linie)
beschreibt.

Die vorrelativistische Physik setzt voraus, dafi die Lagerungsgesetze
idealer fester Korper der euklidischen Geometrie gemal seien. Was dies
bedeutet, kann z. B. wie folgt ausgedriickt werden. Zwei an einem festen
Korper markierte Punkte bilden eine Strecke. KEine solche kann in
mannigfacher Weise gegeniiber dem Bezugsraume ruhend gelagert werden,
Wenn nun die Punkte dieses Raumes so durch Koordinaten x,, 2.,
bezeichnet werden konnen, dafl die Koordinatendifferenzen Az,, A 25y
< xy der Streckenpunkte bei jeder Lagerung der Strecke die niimliche
Quadratsumme

A=da - daf 4 d2f ... 0000000 (1)

liefern, so nennt man den Bezugsraum euklidisch und die Koordinaten
kartesische!). Es geniigt hierfiir sogar, diese Annahme in der Grenze
fiir unendlich kleine Strecken zu machen. In dieser Annahme liegen
einige weniger spezielle enthalten, auf die wir ihrer grundlegenden Be-
deutung wegen aufmerksam machen wollen. FErstens nidmlich wird
vorausgesetzt, dal man einen idealen festen Korper beliebig bewegen
kinne. Zweitens wird vorausgesetzt, dall das Lagerungsverhalten idealer
fester Korper in dem Sinne unabhiingig vom Material des Kérpers und
von seinen Ortsinderungen ist, dall zwei Strecken, welche einmal zur
Deckung gebracht werden konnen, stets und iberall zur Deckung
gebracht werden konnen. Diese beiden Voraussetzungen, welche fiir
die Geometrie und iiberhaupt fiir die messende Physik von grundlegender
Bedeutung sind, entstammen natiirlich der Erfahrung; sie beanspruchen
in der allgemeinen Relativititstheorie allerdings nur fiir (gegeniiber
astronomischen Dimensionen) unendlich kleine Korper und Bezugsriume
Gitltigkeit.

Die Grofie s nennen wir die Liange der Strecke. Damit diese ein-
deutig bestimmt sei, mufl die Liinge einer bestimmten Strecke willkiirlich

1) Diese Relation muB gelten fiir beliebige Wahl des Anfangspunktes und
der Richtung (Verhiltnis da,: dxy: dx;) der Strecke.

1*

Die eukli-
dische
Geometrie.
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festgesetzt, z. B. gleich 1 gesetzt werden (Einheitsmafistab). Dann
sind die Langen aller iibrigen Strecken bestimmt. Setzt man die =,
linear abhiingig von einem Parameter i

Ty = @y + Aby,

so erhilt man eive Linie, welche alle Eigenschaften der Geraden der
euklidischen Geometrie besitzt. Speziell folgert man leicht, dafi man
durch n-maliges Abtragen einer Strecke s auf einer Geraden eine Strecke
von der Linge n.s erhilt. Eine Linge bedeutet also das Ergebnis
einer lings einer Geraden ausgefithrten Messung mit Hilfe des Einheits-
mafistabes; sie hat ebenso wie die gerade Linie eine vom Koordinaten-
gystem unabhingige Bedeutung, wie aus dem Folgenden hervorgeht.

Wir kommen nun zu einem Gedankengang, der in analoger Weise
in der speziellen und allgemeinen Relativititstheorie eine Rolle spielt.
Wir fragen: Gibt es aufler den verwendeten kartesischen Koordinaten
noch andere gleichberechtigte? Die Strecke hat eine von der Koordinaten-
wahl unabhingige physikalische Bedeutung, ebenso also auch die Kugel-
fliiche, welche man erhilt als Ort der Endpunkte aller gleichen Strecken,
welche man von einem beliebigen Anfangspunkt des Bezugsraumes aus
abtrigt. Sind sowohl z, als auch 2 (¥ von 1 bis 3) kartesische Koor-
dinaten unseres Bezugsraumes, so wird die Kugelfliche in bezug auf
jene beiden Koordinatensysteme durch die Gleichungen ausgedriickt:

Wie miissen sich die 2, aus den z, ausdriicken, damit die Gleichungen (2)
und (2a) dquivalent seien? Denkt man sich die 2, in Funktion der @,
ausgedriickt, so kann man fir geniigend kleine 4, nach dem Taylor-
schen Satze setzen:

oz, 1 o2,
e Sy i : e A el
e = e et 2%'3%3@ i

Setzt man dies in (2a) ein und vergleicht mit (1), so sieht man, dal
die ) lineare Gleichungen der z, sein missen. Setzt man demgemil

PUEEENEE Sy T PRl SE SRS (3)

oder
Ags— e dmy T e (3a)

so driickt sich die Aquivalenz der Gleichungen (2) und (2a) in der
Form aus

Sz = A2 > Aak (A von den Aw, unabhingig) . . (2b)
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Hieraus folgt zuniichst, daB A eine Konstante sein mufi. Setzt man
zuniichst 4 = 1, so liefern (2b) und (3a) die Bedingungen

VL S P A (4)
¥

wobei 045 = 1 oder 8.4 = 0 ist, je nachdem o« = f3 oder « == f. Die
Bedingungen (4) heiBen Orthogonalititsbedingungen, die Transforma-
tionen (3), (4) lineare orthogonale Transformationen. Verlangt man, dall

§? = > Ax2 fir jedes Koordinatensystem gleich dem Quadrat der
Liinge sei und dal stets mit dem gleichen Einheitsmafstabe gemessen
werde, so mull 4 = 1 sein. Dann sind die linearen orthogonalen Trans-
formationen die einzigen, welche den Ubergang von einem kartesischen
Koordinatensystem eines Bezugsraumes zu einem anderen vermitteln.
Man erkennt, dal bei Anwendung solcher Transformationen die
(Gleichungen einer (Geraden wieder in die Gleichungen einer Geraden
iibergehen. Wir bilden noch die Umkehrung der Gleichungen (3a),
indem wir beiderseits mit b,; multiplizieren und iiber ¥ summieren.
Man erhilt

Ebvﬁ‘dfv - szubvﬂdf;ﬁa = Zaaﬂdxa P )

Dieselben Koeffizienten b vermitteln also auch die inverse Substitution
der Az, Geometrisch ist b, der Kosinus des Winkels zwischen der
#,,~Achse und der x,-Achse.

Zusammenfassend kdnnen wir sagen: In der euklidischen Geometrie
gibt es (in einem gegebenen Bezugsraume) bevorzugte Koordinatensysteme,
die kartesischen, welche auseinander durch lineare orthogonale Trans-
formation der Koordinaten hervorgehen. In solchen Koordinaten driickt
sich der mit dem Mafistab meBbare Abstand s zweier Punkte des Bezugs-
raumes in besonders einfacher Weise aus, Auf diesen Begriff des Ab-
standes libt sich die ganze Geometrie grinden. In der gegebenen Dar-
stellung bezieht sich die Geometrie auf wirkliche Dinge (feste Korper),
und ihre Satze sind Behauptungen iiber das Verhalten dieser Dinge,
welche zutreffend oder auch unzutreffend sein kénnen.

Gewohnlich pflegt man die Geometrie so zu lehren, dall eine Be-
ziehung der Begriffe zu den Erlebnissen nicht hergestellt wird. Es hat
auch Vorteile, dasjenige, was an ihr rein logisch und von der prinzipiell
unvollkommenen Empirie unabhingig ist, zu isolieren. Der reine Mathe-
matiker kann sich damit begniigen. Er ist zufrieden, wenn seine Sitze
richtig, d. h. ohne logische Fehler aus den Axiomen abgeleitet sind. Die
Frage, ob die euklidische Geometrie wahr ist oder nicht, hat fir ihn
keinen Sinn. Fiir unseren Zweck aber ist es nétig, den Grundbegriffen
der Geometrie Naturobjekte zuzuordnen; ohne eine solche Zuordnung
ist die Geometrie fiir den Physiker gegenstandslos. Fiir den Physiker
hat es daher wohl einen Sinn, nach der Wahrheit bzw. dem Zutreffen
der geometrischen Sitze zu sprechen. Dal die so interpretierte eukli-
dische Geometrie nicht nur Selbstverstindliches, d. h. durch Definitionen
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logisch Bedingtes ausspricht, erkennt man durch folgende einfache Uber-
legung, welche von Helmholtz herrithrt:

X
Zwischen n Punkten des Raumes gibt es 3 n(n— 1) Abstinde s,,;
zwischen diesen und den 3n Koordinaten bestehen die Relationen

Sy = @10y — B1)? + (@agy — Ba ) + -
nin—1)

Aus diesen — e Gleichungen lassen sich die 37 Koordinaten
eliminieren, aus welcher Elimination mindestens 1-(?3;-%) — 3n Glei-

chungen zwischen den s,, folgen miissen !). Da die s,, meBbare Grifien
gind, die ihrer Definition nach voneinander unabhiingig sind, brauchen
diese Beziehungen zwischen den s,, a priori nicht zu bestehen.

Aus dem Vorhergehenden zeigt sich, dali die Transformations-
gleichungen (3), (4) fiir die euklidische Geometrie eine fundamentale
Bedeutung besitzen, indem sie den Ubergang von einem kartesischen
Koordinatensystem zu einem anderen beherrschen. Das kartesische
Koordinatensystem zeichnet sich dadurch aus, dall sich in bezug auf
jedes solche der mefibare Abstand s zweier Punkte durch die Gleichung

8 = D\ Az}

ausdriickt. Sind K., und K{;, zwei kartesische Koordinatensysteme,

¥

so gilt Edﬂci S

Die rechte Seite ist der linken identisch gleich vermoge der zwischen
#'und 2 bestehenden linearen orthogonalen Transformationsgleichungen,
und die rechte Seite unterscheidet sich von der linken nur dadurch, dal
die @, durch die #, ersetzt sind. Man driickt diesen Sachverhalt durch
die Aussage aus: Ed:ﬂﬁ ist eine Invariante beziiglich linearer ortho-
gonaler Transformationen, Offenbar haben in der euklidischen Geometrie
nur solche (und alle golche) Grofen eine objektive (von der besonderen
Wahl des kartesischen Systems unabhingige) Bedeutung, welche sich
durch eine Invariante (beziiglich linearer orthogonaler Koordinaten) aus-
driicken lassen. Hierauf beruht es, daB die Invariantentheorie, welche
sich mit den Strukturgesetzen der Invarianten beschiiftigt, fir die ana-
lytische Geometrie von Bedeutung ist.

Als zweites Beispiel einer geometrischen Invariante nenne ich die
Grole eines Volumens. Dasselbe driickt sich in der Form aus:

V= m Ao, dz, de,.

In der Tat ist nach dem Jakobischen Transformationssatze

; "0 (1, 25 O}

—2
1) In Wahrheit sind es ’—l-(if‘)——) — 81 - & Gleichungen.
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wobei der Tntegrand im letzten Integral die Funktionaldeterminante der
«, nach den z, bedeutet, welche nach (8) gleich der Determinante |Duv|
der Substitutionskoeffizienten b, 4 ist. Bildet man die Determinante der
8« der Gleichung (4), so erhilt man unter Anwendung des Multiplikations-
theorems der Determinanten

1= |8ag = |Stvabeal = [busl% |Bus| =F1.. .. (6)

Beschriinkt man sich auf diejenigen Transformationen, welche die De-
terminante + 1 haben1) (und nur solche gehen aus stetiger Anderung
des Koordinatensystems hervor), so ist also V" eine Invariante.

Die Invariante ist aber nicht die einzige Form, welche gestattet,
von der speziellen Wahl der kartesischen Koordinaten unabhingige
Aussagen zum Ausdruck zu bringen. Andere Ausdrucksmittel sind die
Vektoren und Tensoren. Es handle sich z B. um die Aussage, dall
Punkte mit den (laufenden) Koordinaten x, auf einer Geraden liegen.
g #y— Ay = AB, (v von 1 bis 8).
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann hierbei

233 — 1
gesetzt werden.

Multipliziert man die Gleichungen mit bg, [vgl Gleichungen (3 a)
und (5)] und summiert iiber ¥, so erhilt man
@y — Ap = 4 By,
wobei

By = Sy By; A= Db Ay

gesetzt ist. Dies sind die Gleichungen der Geraden beziiglich eines
zweiten kartesischen Koordinatensystems K'. Sie haben dieselbe Form
wie die Gleichungen beziiglich des urspriinglichen Koordinatensystems;
es zeigt sich so, daB die Gerade eine vom Koordinatensystem unabhingige
Bedeutung hat. Formal betrachtet beruht dies darauf, dal sich die
GroBen (w, — 4,) — A B, transformieren wie Streckenkomponenten Az,
Den Inbegriff dreier Grofen, die fiir jedes kartesische Koordinatensystem
definiert sind und sich transformieren wie Streckenkomponenten, nennt
man einen Vektor. Verschwinden die drei Komponenten eines Vektors
in bezug auf ein kartesisches Koordinatensystem, so verschwinden sie
anch fiir jedes andere, weil die Transformationsgleichungen homogen
sind. So kann man die Bedeutung des Vektorbegriffes erfassen, ohne
auf die geometrische Veranschaulichung rekurrieren zu miissen. Das
geschilderte Verhalten der obigen Gleichung der Geraden driickt man

1) s gibt also zweierlei kartesische Koordinatensysteme, welche man als
,Rechtssysteme® und ,Linkssysteme* bezeichnet. Der Unterschied zwischen
beiden ist jedem Physiker und Ingenieur geliufig. Interessant ist, dafi man
Rechtssysteme bzw. Linkssysteme an sich nicht geometrisch definieren kann,
wohl aber die Gegensitzlichkeit beider Typen.

Vektor.
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so aus: Die Gleichung der Geraden ist beziiglich linearer orthogonaler
Transformationen kovariant.

Nun soll kurz gezeigt werden, dall es geometrische Realititen gibt,
die anf den Begriff des Tensors fithren. Es sei P, Mittelpunkt einer
Flache zweiten Grades, P ein beliebiger Punkt der Oberfliche, £, seien
die Projektionen der Strecke Py— P auf die Koordinatenachsen. Dann ist

#Zv“;txvg_ugv =)

oder — wie wir von nun an in allen analogen Fiillen unter Weglassung
des Summenzeichens schreiben wollen, indem wir festsetzen, daf die
Summation tiber zweimal auftretende Indizes selbstverstindlich sei —

- OuyEpdy = 1

die Gleichung der Fliche. Die Gréflen a,, bestimmen die Fliche bis
auf die Lage des Mittelpunktes in bezug auf das gewihlte kartesische
Koordinatensystem vollstindig. Aus dem bekannten Transformations-
gesetz der &, [Gleichung (8a)| fir lineare orthogonale Transforma-
tionen findet man leicht fiir die @, das Transformationsgesetz?)

Ugr = boubey @y

Dies Transformationsgesetz ist homogen und vom ersten Grade in den a, .
Die a,, nennt man vermige dieses Transformationsgesetzes Komponenten
eines Tensors vom zweiten Range (letzteres wegen der Zwei-Zahl der
Indizes). Verschwinden simtliche Komponenten ,, eines Tensors in
bezug auf ein kartesisches System, so verschwinden sie auch in bezug
auf jedes andere kartesische System. Die Fliche zweiten Grades wird
ihrer Form und Lage nach durch diesen Tensor (a) dargestellt.

Es lassen sich Tensoren von beliebig hohem Range (Indexanzahl)
analytisch definieren. Es erweist sich als méglich und zweckmilig,
Vektoren als Tensoren vom Range 1, Invarianten (Skalare) als Tensoren
vom Range 0 anzusehen. Mit Riicksicht darauf lilt sich die Aufgabe
der Invariantentheorie dahin formulieren: Nach welchen Gesetzen lassen
sich aus gegebenen Tensoren neue bilden? Diese Gesetze wollen wir
nun betrachten, um sie in der Folge anwenden zu konnen. Dabei
handelt es sich zuniichst nur um die Tensoren beziiglich linearer ortho-
gonaler Transformationen, wie sie den Ubergang von einem kartesischen
System zu einem anderen desselben Bezugsraumes beherrschen. Da die
Gesetze im ganzen von der Dimensionszahl unabhingig sind, wollen wir
letztere vorlaufig unbestimmt lassen (Dimensionszahl »).

Definition. Wenn ein Gebilde beziiglich jedes kartesischen Ko-
ordinatensystems eines Bezugsraumes von n Dimensionen durch n* Zahlen

1) Die Gleichung a, . & 5. = 1146t sich vermbge (5) durch ag. b
=— 1 ersetzen, woraus die Behauptung unmittelbar folgt.

£ %
uﬂbv\-babt
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Auyp... (o= Zahl der Indizes) definiert ist, so bilden diese die Kom-
ponenten eines Tensors vom Range ¢, wenn ihr Transformationsgesetz
! Awvg...= bupbyvbog.c Ay o+ o0 o 0o e (7)
e Bemerkung: Aus dieser Definition folgt, dall

T B Juciis o 1 DIUIRS % o g TR Ll S (8)

eine Invariante ist, falls (B), (C), (D) ... Vektoren sind. Umgekehrt
kann der Tensorcharakter von (A) gefolgert werden, wenn bekannt ist,
dal die obige Bildung fiir beliebige Wahl der Vektoren (B), (C) usw.
auf eine Invariante fithrt.

Addition und Subtraktion. Durch Addition und Subtraktion
entsprechender Komponenten von Tensoren gleichen Ranges entsteht
wieder ein Tensor von gleichem Range:

Auvg... T Buvg... = Cuvg.. v v v v v v a (9)
Beweis aus der obigen Definition des Tensors.

Multiplikation. Aus einem Tensor vom Range ¢ und einem Tensor
vom Range f erhilt man einen Tensor vom Range o + f, indem man
alle Komponenten des ersten mit allen Komponenten des zweiten multi-
pliziert:

T_uvg...uﬁy... — A,uvg...Bam... -------- (10)

Verjiingung. Aus einem Tensor vom Range ¢ erhiilt man einen
Tensor vom Range & — 2, indem man zwei bestimmte Indizes einander
gleich setzt und iber diesen nunmehr einheitlichen Index summiert:

. Tg... = A,ﬂlug.,. (: EA#‘"@___) ........ {11)

Beweis: : »

Auup = buabupboy. - Aapy... = Oupbyy... Aapy... = bgy... Auay...

7Zu diesen elementaren Rechnungsregeln tritt noch die der Tensor-
bildung (Erweiterung) durch Differentiation

0duso...
Tyve..00 = -_é.";f__. ........... (12)

Wenn (A) ein Tensor vom Range e ist, so ist (1) ein Tensor vom
Range o -+ 1. Der Beweis folgt aus den Transformationsgleichungen
(3a) und (b), aus welch letzteren man schliebt:

0 0 0z 0
Al R e e - T (13)
ox, ~ O%a 0%y ' 0%

Gemil diesen Rechnungsregeln lassen sich aus Tensoren (beziiglich
linearer orthogonaler Transformationen) neue ableiten.

Symmetriesigenschaften der Tensoren. Tensoren heifen
symmetrisch bzw. antisymmetrisch beziiglich zweier ihrer Indizes g und
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v, wenn die beiden Komponenten, die aus der Vertauschung der Indizes
@ und v auseinander hervorgehen, einander gleich bzw. entgegengesetzt
gleich sind.
Bedingung der Symmetrie: . SR
Bedingung der Antisymmetrie: Apyae—
Satz: Der Charakter der Symmetrie bzw. Antisymmetrie besteht
unabhingig von der Koordinatenwahl, durch welchen Satz er erst wirk-
lich Bedeutung erhilt. Beweis aus der Definitionsgleichung der Tensoren.
Spezielle Tensoren,
I. Die GroBen 8,5 [Gleichung (4)] sind Tensorkomponenten
(Fundamentaltensor). '

Beweis: Setzt man in die rechte Seite der Transformations-
gleichungen A, = buab, g dup fiir Ay die GroBen Oap (=1
bzw. = 0, je nachdem @ = 8 oder &% f8), so erhilt man

A;w = bj-lli by = v

Die Berechtigung des letzten Gleichheitszeichens erhellt,

wenn man (4) auf die inverse Substitution (5) anwendet.

II. Es gibt einen beziiglich aller Indexpaare antisymmetrischen
Tensor (8uy,..), dessen Rang o gleich der Dimensionszahl n
ist, und dessen Komponenten gleich 4 1 oder — 1 sind, je
nachdem pvg... eine gerade oder ungerade Permutation von
123... ist.

Beweis mit Hilfe des oben bewiesenen Satzes [bys| = 1.

Avug
— Ay,

Diese wenigen einfachen Sitze bilden — wie sich im folgenden
zeigen wird — den invariantentheoretischen Apparat fiir den Anfbau
der Gleichungen der vorrelativistischen Physik ~und der speziellen
Relativititstheorie.

Wir haben gesehen, daf es fir die raumliche Beschreibung in der
vorrelativistischen Physik eines Bezugskbrpers bzw. Bezugsraumes und
in diesem eines kartesischen Koordinatensystems bedarf. Wir kénnen
diese beiden Begriffe in einen verschmelzen, indem wir uns das karte-
sische Koordinatensystem als ein kubisches Stabgeriist denken, welches .
aus lauter Stiben von der Linge 1 aufgebaut ist. Die Gitterpunkte
dieses Gieriistes haben ganzzahlige Koordinaten. Dal die Stibe eines
solchen Gitters alle die Linge 1 haben, folgt aus der Fundamental-
beziehung PR+ iy s X
Zur zeitlichen Beschreibung bediirfen wir ferner einer Einheitsubr, die
etwa im Anfangspunkt unseres kartesischen Knorﬂiinatsnsystems (Stab-
geriistes) aufgestellt sei. Findet irgendwo ein Ereignis statt, so kinnen
wir ihm drei Koordinaten #, und einen Zeitwert ¢ zuschreiben, wenn
von dem Ereignis feststeht, welche Uhrzeitt der im Koordi-
natenursprung befindlichen Uhr ihm gleichzeitig sei. Wir
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geben damit der Aussage der Gleichzeitigkeit distanter Ereignisse (hypo-
thetisch) eine objektive Bedeutung, wihrend oben nur von der Gleich-
zeitigkeit zweier Erlebnisse eines Subjekts die Rede war. Die so fest-
gelegte Zeit ist jedenfalls unabhiingig von der Lage des Koordinatensystems
im Bezugsraume, also eine Invariante beziiglich der Transformation (3).
Die vorrelativistische Physik postuliert, daf die ihre Gesetze aus-
driickenden Gleichungssysteme mit Bezug auf die Transformation (3)
kovariant seien, ebenso wie die Relationen der euklidischen Geometrie.
Es wird dadurch die Isotropie und Homogenitit des Raumes zum Aus-
druck gebracht!). Wir wollen nun die wichtigsten physikalischen Glei-
chungen von diesem Gesichtspunkte aus betrachten.
Bewegungsgleichungen des Massenpunktes

; AT Fie i ” d i
(dz,) ist ein Vektor, dt, also auch i oine Invariante, also (thp) ein

Vektor; ebenso zeigt man, dafl (dd t;) ein Vektor ist. Allgemein iindert
der Differentiationsproze nach der Zeit den Tensorcharakter nicht.
Da m eine Invariante ist (Tensor nullten Ranges), so ist auch ( ;::')
ein Vektor oder Tensor ersten Ranges (nach dem Satz von“der iinberen
Multiplikation der Tensoren). Hat also die Kraft (X,) Vektorcharakter,

so gilt dies auch fiir die Differenz( X,.) Die Bewegungs-

ax

dt
gleichung gilt also auch fir jedes andere kartesische Koordinatensystem
des Bezugsraumes. Fiir den Fall, dali die Krifte konservative sind,
ist der Vektorcharakter von (X,) leicht erkennbar. Denn dann existiert
eine potentielle Energie @, welche nur von den Punktabstinden ab-
hiingt, also eine Invariante ist; dann ist der Vektorcharakter der Kraft

’ ¢a g
X, = — g_:c_ eine Folge unserer allgemeinen Siitze (Erweiterung eines
v

Tensors vom Range 0).

1) Allerdings kinnte man z B. auch in dem Falle, dali es im Raume
eine physikalisch beyvorzugte Richtung giibe, die physikalischen Gesetze durch
Gleichungen zum Ausdruck bringen, welche beziiglich der Transformationen (5)
kovariant sind; eine soleche Darstellung wiire aber in diesem Falle eine un-
zweckmifige. Gilbe es niimlich eine bevorzugte Richtung, so wire es im
Interesse der Einfachheit der Naturbeschreibung zweckmiibig, das Koordinaten-
system zu dieser Riehtung in bestimmter Weise zu orientieren. Ist aber um-
gekehrt keine Richtung des Raumes vor anderen physikalisch bevorzugt, so
ist es unlogisch, die Naturgesetze so zu formulieren, daB die Gleichwertigkeit
verschieden orientierter Koordinatensysteme verborgen bleibt. Wir werden
diesen Gesichtspunkt bei der speziellen und allgemeinen Relativitiitstheorie
wieder antreffen.

Beispiele
von Vek-
toren und
Tensoren.
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Durch Multiplikation mit dem Tensor ersten Ranges der Geschwin-
digkeit erhdlt man ferner die Tensorgleichung

d?m, dzy

Durch Verjiingen und Multiplikation mit dem Skalar d¢ erhilt man die
Gleichung der lebendigen Kraft .

Bezeichnet man mit &, die Differenz der Koordinaten des materiellen
Punktes und derjenigen eines raumfesten Punktes, so haben die &, Vektor-

. dt d*§, -
charakter. Offenbar ist B = ap' " dall man die Bewegungs-
gleichungen des Punktes auch schreiben kann
fpgv »
m - Xy == 0

Multipliziert man diese Gleichung mit £,, so erhilt man eine Tensor-
gleichung

- ar ¢

m

v
i AT Xv) 'f;; =10.

Durch Verjiingen des linksstehenden Tensors und Bilden des zeitlichen
Mittels gelangt man zum Virialsatz, worauf wir nicht niher eingehen.

Durch Vertanschung der Indizes und nachfolgende Subtraktion erhalt
man nach einfacher Umformung den Momentensatz

Bei dieser Darstellung wird es offenbar, daB die Momente von Vek-
toren nicht wieder Vektoren, sondern Tensoren sind. Wegen des anti-
symmetrischen Charakters gibt es aber nur nicht neun, sondern nur
drei selbstindige Gleichungen dieses Systems. Die Méoglichkeit, anti-
symmetrische Tensoren zweiten Ranges im Raume von drei Dimensionen
durch Vektoren zu ersetzen, beruht auf der Bildung des Vektors -

A‘u _ %Aaraurw

Durch Multiplikation des antisymmetrischen Tensors zweiten Ranges
mit dem oben genannten speziellen antisymmetrischen Tensor 0 und
doppelte Verjingung entsteht ein Vektor, dessen Komponenten denen
des Tensors numerisch gleich sind. FEs sind dies die sogenannten
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axialen Vektoren, deren Komponenten sich beim Ubergang von einem
Rechtssystem zu einem Linkssystem anders transformieren als die a,.
Die Auffassung der antisymmetrischen Tensoren zweiten Ranges als
Vektoren im Raume von drei Dimensionen hat den Vorteil einer gewissen
Anschaulichkeit; aber sie wird der eigentlichen Natur der betreffenden
Grofen nicht so unmittelbar gerecht als die Tensorauffassung.

Wir betrachten zweitens die Bewegungsgleichungen kontinuierlich
verbreiteter Massen. @ sei die Dichte, u, die Geschwindigkeitskompo-
nenten als Funktion der Koordinaten und der Zeit, ferner X, die Volum-
kraft bezogen auf die Masseneinheit, p,, die Flachenkraft auf eine
Fliche senkrecht zur 6-Achse in der Richtung der wachsenden #,. Dann
sind die Bewegungsgleichungen nach Newtons Gesetz

duy _ _ 0pvo r
PTTERC el Lt
Ldwy . . 5 4 .
wobei —-= die Beschleunigung eines Teilchens ist, das zur Zeit ¢ die

dt
Koordinaten z, besitzt. Drickt man diese Beschleunigung durch par-
tielle Differentialquotienten aus, so erhilt man nach Division mit 0

i‘_"?u,. au_,, (s 1 apyq
8t+2‘1.r.-;a°_ Eé-g+x,.....'..(16)

Es ist zu zeigen, daf diese Gleichung eine Bedeutung hat, die un-
abhingig ist von der speziellen Wahl des kartesischen Koordinaten-
systems.  (u,) ist ein Vektor, also auch Gl i ist ein Tensor

ot 0z,
: 0ty -
zweiten Ranges, B.z:l ur ein Tensor dritten Ranges; durch Verjingung
a

nach den Indizes 6, 7 entsteht das zweite Glied der linken Seite. Das
zweite Glied der rechten Seite hat unmittelbar Vektorcharakter, Damit
auch das erste Glied der rechten Seite Vektorcharakter habe, muf Py
apvu
Oag
hat also Vektorcharakter, auch nach Multiplikation mit dem reziproken

ein Tensor sein; dann entsteht ~durch Erweiterung und Verjiingung,

1
Skalar E; Dal p,; Tensorcharakter besitzt, sich also gemill den Glei-

chungen
P;.lv = b,ua bvﬁ paﬂ

transformiert, wird in der Mechanik durch Integration jener Gleichungen
iitber ein unendlich kleines Tetraeder bewiesen. Dort wird auch durch
Anwendung des Momentensatzes auf ein unendlich kleines Parallelepiped
bewiesen, dall p,s = pg, ist, dal also der Tensor der Flichenkrifte ein
symmetrischer Tensor ist. Aus dem Gesagten geht hervor, daff man mit
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Hilfe der obigen Regeln der Gleichung mit einem Blicke ansehen kann,

dal sie mit Bezug auf raumliche Orthogonaltransformationen (Drehungs-

transformationen) kovariant ist, bzw. nach welchen Regeln sich die

auftretenden Gréfien transformieren miissen, damit dies der Fall sei,
Die Kovarianz der Kontinuitétsgleichung

G, (9 Uy)
oz,

%f i o L Pt S ) (17)

bedarf nach dem Vorhergehenden keiner besonderen Erliuterung.

Auch diejenigen Gleichungen, welche die Druckkomponenten in Ab-
hiingigkeit vom Zustande der Materie ausdriicken, wollen wir auf ihre
Kovarianz prifen bzw. sie mit Hilfe der Kovarianzforderung aufstellen
fiir den Fall einer kompressiblen viskosen Fliissigkeit. Bei Vernach-
lissigung der inneren Reibung wird ein Druck p skalaren Charakters
vorhanden sein, der nur von Dichte und Temperatur der Flissigkeit
abhiingig sein wird. Der Beitrag zum Drucktensor ist dann offenbar
gleich

POuy,

wobei ,, der spezielle symmetrische Tensor ist. Dieser Term wird
auch im Falle der viskosen Fliissigkeit vorhanden sein. In diesem Falle
werden aber noch Terme von Flichenkriften vorhanden gein, die von
den riumlichen Ableitungen der u, abhingen. Von dieser Abhiingigkeit
nehmen wir an, dal sie linear sei. Da der Charakter eines symmetrischen
Tensors verlangt wird, kommt nur die Bildung

0ty Eu,.) 3. . 0%

“(E+axgg +ﬁ #vaxﬂ
in Frage (da. gj' ein Skalar ist). Aus phyaika.lia.chen Griinden (Fehlen

La
jeder Gleitung) ist anzunehmen, dab bei allseitig symmetrischer Dila-
; ; o S L L T SN
tation, d. h. im Falle, daB B ik usw. = 0, keine
Reibungskrifte vorhanden sind, woraus 8 — — J o folgt. Im Falle,
ou,

dall nur B_u] von Null verschieden ist, sei ferner py,, — — ggé;; , Wo-
Zg
durch o bestimmt wird. Man erhilt fir den ganzen Drucktensor

Ouy | Oty 201 | Oty a_u_,) ]
por =20 =532 + 527) — 5o 0, + 5m) ) - 19)

Man sieht an diesem Beispiel die heuristische Bedeutung invarianten-
theoretischer Gesichtspunkte, die aus der Bedingung der Isotropie des
Raumes (Gleichwertigkeit der Richtungen) stammen.
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Wir betrachten noch die Maxwellschen Gleichungen, wie sie das
Fundament der Lorentzschen Elektronentheorie bilden.

o0 00 L ORI LR T

0%y Omy ¢ at B Dags = PaiiiT Ele ot

Oh _ 0% _ 10 1, 0 oy 10%

R, RN T P (19)' 0y = Dm0 e D1 (20)
06, | 0¢ & 09, , 0b, | 0fy __
E'.rl'+'d;r,+8:c_9 az1+6w,+8:rs_01

i ist ein Vektor, da die Stromdichte definiert ist als Elektrizitats-
dichte, multipliziert mit dem Geschwindigkeitsvektor der Elektrizitit.
Also ist es nach den ersten drei Gleichungen naheliegend, auch ¢ als
einen Vektor zu betrachten. Dann kénnen wir h nicht als Vektor auf-
fassen!). Die Gleichungen lassen sich aber leicht interpretieren, indem
man § als antisymmetrischen Tensor vom Range 2 interpretiert. Wir
schreiben in diesem Sinne statt Dis Ba, b der Reihe nach Bags Byys Bya-
Mit Riicksicht auf die Antisymmetrie von Bu» konnen die ersten drei

leichungen von (19) und (20) in die Form gebracht werden
0 1
.5?:"?=?%'§‘+}1-i,‘ B R el oY
Ot __ 0ty __ | 1 Ofay
oz, Oz, T ¢ ol
h erscheint demnach im Gegensatz zu ¢ als Grofe vom Symmetrie-
charakter eines Drehmomentes oder einer Rotationsgeschwindigkeit. Die
Divergenzgleichungen aber nehmen die Formen an

;d?vzo.........-..-.(lgh)

OBuv | OBy Ohou __
6E+a—a~f+ T b e (20b)
Die letate Gleichung ist eine antisymmetrische Tensorgleichung vom
dritten Range (die Antisymmetrie der linken Sejte beziiglich jedes Index-
paares ist mit Riicksicht auf die Antisymmetrie von Buv leicht zu be-
weisen). Sie enthilt also trotz ihrer drei Indizes nur eine einzige Be-
dingung. Diese Schreibweise ist darum natiirlicher als_die iibliche, weil
sie im Gegensatz zu letzterer ohne Zeicheninderung auf kartesische
Linkssysteme wie auf Rechtssysteme palt.

1) Diese Betrachtungen sollen den Leser mit der Tensorbetrachtung be-
kannt machen ohne die besonderen Schwierigkeiten der vierdimensionalen
Betrachtungsweise, damit dann die entsprechenden Betrachtungen der spe-
ziellen Relativitiitstheorie (Minkowskis Interpretation des Feldes) weniger
Schwierigkeiten machen,




Richtungs-
relativitit
und
Bowesgungs-
relativitit.

Spezielles
Relativitiits-
prinzip.

Zweite Vorlesung.

Spezielle Relativititstheorie.

Die bisherigen Uberlegungen sind, abgesehen von der Voraussetzung
der Giiltigkeit der euklidischen Geometrie, fiir die Lagerungsmaglichkeiten
fester Korper auf die Voraussetzung gegriindet, daf alle Richtungen
des Raumes (bzw. Lagerungen kartesischer Koordinatensysteme) physi-
kalisch gleichwertig seien. Es gibt keine absolute Richtung im Bezugs-
raume, welche durch objektive Merkmale ausgezeichnet wiire, sondern
nur Relationen zwischen Richtungen. Man kann diese Aussage als
o Relativititsprinzip in bezug auf die Richtung“ bezeichnen, und es
wurde gezeigt, dall mittels des Tensorkalkiils diesem Prinzip entsprechend
gebaute Gleichungen (Naturgesetze) gefunden werden konnen. Nun
stellen wir uns die Frage, ob es auch eine Relativitat hinsichtlich des
Bewegungszustandes des Bezugsraumes gibt, d. h. ob es relativ zu-
einander bewegte Bezugsrdume gibt, welche physikalisch gleichwertig
sind. Vom Standpunkt der Mechanik scheinen gleichberechtigte Bezugs-
riume zu existieren. Denn wir merken beim Experimentieren auf der
Erde nichts davon, daB diese sich mit etwa 30km/sec Geschwindigkeit
um die Sonne bewegt. Andererseits scheint aber diese physikalische
Gleichwertigkeit nicht fiir beliebig bewegte Bezugsriume zu gelten; denn
die mechanischen Vorgiinge scheinen in bezug auf einen schaukelnden
Eisenbahnwagen nicht nach denselben Gesetzen vor sich zu gehen, wie
in bezug auf einen gleichmifig fahrenden Eisenbahnwagen; die Drehung
der Erde macht sich geltend bei der Formulierung der Bewegungsgesetze
in bezug auf die Frde. Ks scheint also, dall es kartesische Koordinaten-
systeme (sogenannte Inertialsysteme) gebe, in bezug auf welche die
Gesetze der Mechanik (allgemeiner iiberhaupt der Physik) ihre einfachste
Form annehmen. Wir kinnen die Gilltigkeit des Satzes vermuten: Ist K
ein Inertialsystem, so ist jedes gegeniiber K gleichmiflig und drehungs-
frei bewegte Koordinatensystem K’ ebenfalls ein Inertialsystem; die
Naturgesetze stimmen fiir alle Inertialsysteme iiberein, Diese Aussage
bezeichnen wir als ,spezielles Relativititsprinzip“. Aus diesem Prinzip
der ,Translationsrelativitit wollen wir ebenso die Folgerungen ziehen,
wie wir sie im vorhergehenden beziiglich der Richtungsrelativitit ge-
zogen haben.



Um dies zu koénnen, mub folgende Vorfrage gelost sein. Sind
kartesische Koordinaten x, und Zeit { eines Ereignisses in bezug auf
ein Inertialsystem K gegeben, wie berechnet man Koordinaten z} und
Zeit ' desselben Ereignisses in bezug auf ein relativ zu K in gleich-
formiger Translationsbewegung befindliches Inertialsystem K'?  Die
vorrelativistische Physik loste diese Frage auf Grund zweier unbewult
zugrunde gelegter Hypothesen, nimlich:

1. Die Zeit ist absolut; die Zeit ¢’ eines Ereignisses in bezug auf
K' ist gleich der Zeit ¢ desselben Ereignisses in bezug auf K. Giibe es
Momentansignale in die Ferne, so wiirde diese Voraussetzung physi-
kalisch begriindet sein, ebenso wenn man wiilite, dall der Bewegungs-
zustand einer Uhr ohne Einfluf auf ihren Gang sei. Denn man konnte
dann einmal gleichgerichtete, gleichbeschaffene Uhren iiber die Systeme
K, K' relativ zu einem von diesen ruhend verteilen, und es wiiren ihre
Angaben davon unabhiingig, durch was fiir Bewegungsvorgiinge diese
Verteilung vorgenommen wird; jede Uhr wiirde dann zur Zeitmessung
fiir diejenigen Ereignisse verwendet werden kénnen, welche in unmittel-
barer Niihe der Uhr stattfinden.

2. Die Strecke ist absolut; hat eine relativ zu K ruhende Strecke
die Liinge s, so hat sie auch relativ zu dem in bezug auf K bewegten
System K’ dieselbe Linge s.

Auf Grund dieser Voraussetzungen findet man fiir den Fall, dafi
die Achsen von K’ denen von K parallel sind, durch einfache Rechnung
die Transformationsgleichungen

o == — By — Db v v e wie (239
' =1—h

Man bezeichnet diese Transformation als ,,Galilai-’l‘ransfomnation“.

d*z, _ dz,

ars — de
Ferner folgt fiir zwei gleichzeitige Ereignisse z, i) x',,m 2y — ),
Durch Quadrieren und Addieren folgt die Invarianz des Abstandes »
zweier Punkte. Es folgt hieraus leicht die Kovarianz der Bewegungs-
gleichungen Newtons beziiglich der Galilei-Transformation (21). Daraus
folgt, dab die klassische Mechanik dem speziellen Relativititsprinzip
entspricht, wenn die obigen Hypothesen beziiglich der MeBstibe und
Uhren hinzugenommen werden.

Aber diese Bestrebung, die Translationsrelativitit auf die Galilei-
Transformation zu griinden, scheitert an den elektromagnetischen Vor-
gingen. Die Maxwell-Lorentzschen elektromagnetischen Feld-
gleichungen sind beziiglich Galilei-Transformationen nicht
kovariant. Speziell ist zu bemerken, dali ein Lichtstrahl, der in bezug
auf K die Geschwindigkeit ¢ hat, gemili (21) in bezug auf K' eine von ¢
verschiedene, von der Richtung abhingige Geschwindigkeit haben miifte. Es
wiire also der Bezugsraum von K beziiglich seiner physikalischen Eigen-

Einstein, Vier Vorlesungen. 2

Durch zweimalige Differentiation von (21) nach ¢ folgt
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schaften von allen relativ bewegten Bezugsraumen ausgezeichnet (ruben-
der Ather). Alle Versuche haben aber ergeben, dafl die elektromagne-
tischen und optischen Vorgiinge relativ zur Erde als Bezugskérper so ver-
laufen, dal sich die Translationsgeschwindigkeit der Erdbewegung nicht
bemerkbar macht. Der wichtigste dieser Versuche ist der von Michelson
und Morley, den ich hier wohl als bekannt voraussetzen darf. Es darf
also die Gilltigkeit des speziellen Relativititsprinzips auch beziiglich der
elektromagnetischen Vorginge kaum mehr in Zweifel gezogen werden.

Andererseits haben sich die Maxwell-Lorentzschen Feld-
gleichungen derart bewihrt bei der Behandlung der Probleme der Optik
bewegter Kérper,daf die Wissenschaft bei ihnen bleiben muf. Keine andere
Theorie vermochte die Tatsachen der Aberration, der Ausbreitung des
Lichtes in bewegten Koérpern (Fizeau), der an Doppelsternen beob-
achteten Erscheinungen (De Sitter) befriedigend zu erkliren. Die Kon-
sequenz der Maxwell-Lorentzschen Gleichungen, dall — wenigstens
beziiglich eines bestimmten Inertialsystems K — sich das Licht im leeren
Raum mit der Geschwindigkeit ¢ fortpflanze (,Prinzip von der Konstang
der Lichtgeschwindigkeit“), mufl uns also als gesichert gelten. Nach
dem speziellen Relativititsprinzip miissen wir dann die Griiltigkeit dieses
Prinzips auch fir jedes andere Inertialsystem als gesichert annehmen.

Bevor wir aus diesen beiden Prinzipen Folgerungen ziehen, miissen
wir die Begriffe ,Zeit“ und ,Geschwindigkeit“ erst einer Kritik unter-
ziehen, was deren physikalische Bedeutung anlangt. DaB die kartesischen
Koordinaten beziglich eines Inertialsystems durch Messungen bzw.
Melkonstruktionen mittels fester Korper physikalisch definiert sind,
folgt bereits aus fritheren Betrachtungen. Zur Messung der Zeit haben
wir eine Uhr U irgendwo gegen K ruhend angeordnet gedacht. Aber
mit Hilfe dieser Uhr kénnen Ereignisse nicht unmittelbar zeitlich ge~
wertet werden, deren riumlicher Abstand von der Uhr nicht vernach-
lissigbar klein ist; denn es stehen keine sMomentansignale® zur Ver-
fiigung, um diese Ereignisse mit der Uhr U zeitlich zu vergleichen,
Man kann zur Vervollstindigung der Zeitdefinition das Prinzip der
Konstanz der Vakuumlichtgeschwindigkeit benutzen. Man denke sich
in Punkten des Systems K gleich beschaffene Uhren ruhend angeordnet
und nach folgendem Schema gerichtet. Wird ein Lichtstrahl von einer
dieser Uhren U,,, wenn diese Uhr #,, zeigt, durch den leeren Raum nach
einer anderen Uhr U, gesandt, die von der ersten die Entfernung ry,
besitzt, so soll die Uhr U, bei der Ankunft des Lichtstrahls die Zeit
tw = tm + Tmn/c zeigenl). Das Prinzip von der Konstanz der Licht-

1) Eigentlich ist es richtiger, die Gleichzeitigkeit rdumlich entfernter Er-
eignisse zuerst zu definieren, etwa dureh die Festsetzung: zwei in den Punkten
A und B des Systems K stattfindende Ereignisse sind gleichzeitig, wenn sie im
Mittelpunkt M der Strecke A 5 gleichzeitiz gesehen werden kénnen. Die Zeit
ist dann definiert durch den Inbegriff der Angaben gleichbeschaffener, relativ

zu K ruhender Uhren, welche gleichzeitig gleiche » Zeigerstellung” aufweisen.
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geschwindigkeit sagt dann aus, dab dies Richten der Uhren nicht auf
Widerspriiche fithrt. Mit den so gerichteten Uhren kann man dann
Ereignisse zeitlich werten, die irgend einer dieser Uhren riumlich be-
liebig nahe sind. Wesentlich ist, daB diese Zeitdefinition sich nur auf
das Inertialsystem K bezieht, da wir ja ein System von relativ zu K
ruhenden Ubren benutzt haben. Es folgt aus dieser Definition keines-
wegs der in der vorrelativistischen Physik vorausgesetzte absolute
Charakter der Zeit (d. h. Unabhingigkeit der Zeitwerte von der Wahl
des zugrunde gelegten Inertialsystems),

Es ist der Relativititstheorie oft vorgeworfen worden, dall sie der
Lichtfortpflanzung ungerechtfertigterweise eine zentrale theoretische
Rolle zuweise, indem sie auf das Gesetz der Lichtfortpflanzung den
Zeitbegriff grinde. Damit verhiilt es sich wie folgt. Um dem Zeit-
begriff tiberhaupt physikalische Bedeutung zu geben, bedarf es der
Benutzung irgendwelcher Vorgiinge, welche Relationen zwischen ver-
schiedenen Orten herstellen konnen. Welche Art von Vorgiingen man fiir
eine solche Zeitdefinition wiillt, ist an sich gleichgiiltig. Man wird aber
mit Vorteil fir die Theorie nur einen solchen Vorgang wiihlen, von dem
wir etwas Sicheres wissen. Dies gilt von der Lichtausbreitung im leeren
Raume in hsherem MaBe als von allen anderen in Betracht kommenden
Vorgingen — dank den Forschungen von Maxwell und H. A. Lorentz.

Nach all diesen Festsetzungen haben raumliche und zeitliche An-
gaben eine physikalisch-reale, keine blof fiktive Bedeutung; inshesondere
gilt dies von allen Relationen, in welchen Koordinaten und Zeiten auf-
treten, z B. von den Relationen (21). Es hat daher einen Sinn zu
fragen, ob jene Gleichungen zutreffen oder nicht, bzw. welches die
wahren Transformationsgleichungen sind, welche fir den Ubergang von
einem Inertialsystem K zu einem relativ bewegten Inertialsystem K’
gelten. Es zeigt sich nun, dal diese durch das Prinzip von der Konstanz
der Lichtgeschwindigkeit und das (spezielle) Relativititsprinzip ein-
deutig festgelegt sind.

Wir denken uns nimlich Raum und Zeit in bezug auf die beiden
gegeneinander bewegten Inertialsysteme K und K’ in der angegebenen
physikalisch sinnvollen Weise definiert. s sei ferner ein Lichtstrahl,
der sich von einem Punkt P; nach einem Punkt Py von K durch den
leeren Raum fortpflanzt. Ist » die in K gemessene Entfernung beider
Punkte, so mufl die Lichtfortpflanzung der Gleichung geniigen

— o |

Erhebt man die Gleichung ins Quadrat und driickt r? durch die
Koordinatendifferenzen 4/, aus, so kann man hierfiir auch schreiben:
AP =SB = 0" . (22)

Diese Gleichung formuliert das Prinzip der Konstanz der Licht-
geschwindigkeit in bezug auf K. Sie soll gelten unabhingig vom Be-
wegungszustande der Lichtquelle, welche den Lichtstrahl emittiert hat.

2%
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Derselbe Ausbreitungsvorgang 1abt sich aber auch von K' aus be-
trachten, wobei ebenfalls das Prinzip der Konstanz der Lichtgeschwin-
digkeit erfiillt sein muB. Es gilt also in bezug auf K’ die Gleichung:

E(A_x;,)!—ce.m's ol e s . . (22a)

Die Gleichungen (22a) und (22) miissen vermége der Transforma-
tion fir Koordinaten und Zeit, welche dem Ubergange von K zu K'
entspricht, einander gegenseitig bedingen. Eine Transformation,
welche dies leistet, wollen wir eine ,Lorentz-Transformation® nennen.

Bevor wir diese Transformationen niher ins Auge fassen, mag
noch eine allgemeine Bemerkung iiber Raum und Zeit Platz finden.
Raum und Zeit waren in der vorrelativistischen Physik getrennte
Wesenheiten. Zeitliche Urteile galten unabhingig von der Wahl des
Bezugsraumes. Beziiglich des Bezugsraumes war zwar bereits die
Newtonsche Mechanik relativ, so dab z. B. der Aussage der Gleichrium-
lichkeit zweier nicht gleichzeitiger Ereignisse kein objektiver (vom Be-
zugsraum unabhingiger) Sinn zukam. Aber diese Relativitit spielte
im Aufbau der Theorie keine Rolle. Man sprach von Raumpunkten
wie von absoluten Realititen, ebenso wie von Zeitpunkten. Es wurde
nicht beachtet, dal das wahre Element der raumzeitlichen Beschreibung
das Ereignis sei, welches durch vier Zahlen a,, 2,, 4, ¢ zeit-riumlich
beschrieben wird. Die Auffassung des Geschehens war immer die eines
vierdimensionalen Kontinuums; aber diese Erkenntnis wurde durch den
absoluten Charakter der Zeit in der vorrelativistischen Physik verdunkelt.
Mit dem Verlassen der Hypothese vom absoluten Charakter der Zeit, ins-
besondere der Gleichzeitigkeit, dringt sich jedoch die Erkenntnis von der
Vierdimensionalitit des Zeit-Raumlichen unmittelbar auf. Nicht der Raum-
punkt, in dem etwas geschieht, nicht der Zeitpunkt, in dem etwas go-
schieht, hat physikalische Realitit, sondern nur das Ereignis selbst,
Zwischen zwei Ereignissen gibt es keine absolute (vom Bezugsraum
unabhiingige) raumliche und keine absolute zeitliche Beziehung, wohl
aber eine absolute (von der Wahl des Bezugsraumes unabhingige) zeit-
raumliche Beziehung, wie aus dem Folgenden hervorgehen wird. Der
Umstand, daB es keine objektiv-sinnvolle Zerspaltung des vierdimensio-
nalen Kontinuums in ein dreidimensional-riumliches und ein eindimen-
sional-zeitliches Kontinuum gibt, bringt es mit sich, daB die Natur-
gesetze erst dann ihre logisch befriedigendste Form annehmen, wenp
man sie als Gesetze im vierdimensionalen Raum-Zeit-Kontinunm aus-
drickt. Hierauf beruht der grofle methodische Fortschritt, den die
Relativititstheorie Minkowski verdankt. Von diesem Standpunkt aus
haben wir 2, #y, 23,1 als die vier Koordinaten eines Ereignisses im
vierdimensionalen Kontinuum des Geschehens zu betrachten, Die an-
schauliche Belebung der Relationen dieses vierdimensionalen Kontinuums
gelingt uns viel weniger als diejenige des dreidimensionalen euklidischen
Kontinuums; aber es muf betont werden, daB auch die Begriffe und
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Relationen der euklidischen dreidimensionalen Geometrie nur gedanklich-
abstrakter Natur sind und keineswegs identisch mit den Vorstellungs-
gebilden des Gesichts- und Tastsinns. Die Nichtspaltbarkeit des vier-
dimensionalen Kontinuums der Ereignisse involviert aber keineswegs
die Gleichwertigkeit der riumlichen Koordinaten mit der Zeitkoordinate.
Wir haben vielmehr im Auge zu behalten, daB die zeitliche Koordinate
ganz anders physikalisch definiert ist als die riumlichen Koordinaten,
Ferner zeigen die Relationen (22) und (22a), deren Gleichsetzung die
Lorentz-Transformationen definiert, eine Verschiedenheit der Rolle der
Zeitkoordinate mit den riumlichen Koordinaten, indem die Glieder 12 das
umgekehrte Zeichen haben wie die rdumlichen Glieder Az, dz3, dz3.
Bevor wir die Bedingung weiter analysieren, welche die Lorentz-
Transformation definiert, fithren wir statt der Zeit ¢ die Lichtzeit
I = ¢l ein, damit in den spiter aufzustellenden Formeln die Konstante e
nicht explizite auftrete. Dann ist die Lorentz-Transformation zunichst
dadurch definiert, daB sie die Gleichung
Azl 4 Apd 4 Apd — AB—0 . . .. oo 6 288)
zu einer kovarianten Gleichung macht, d. h. zu einer Gleichung, welche
gegeniiber jedem Inertialsystem erfiillt ist, wenn sie fiir die ins Auge
gefabten beiden Ereignisse (Abgang und Ankunft des Lichtstrahles)
gegeniiber einem Inertialsystem erfillt ist. Endlich fihren wir mit
Minkowski statt der reellen Zeitkoordinate 1 = ¢t die imaginiire Zeit-

koordinate 2= 4l = $6i

ein, Dann lautet unsere die Lichtfortpflanzung definierende Gleichung,
deren Kovarianz durch die Lorentz-Transformation herbeigefithrt werden
neli; S e} = Ao} + A} + A2} 4+ A} = 0 . . . . @20)
)
Diese Kovarianz von (22b) ist jedenfalls erfiillt, wenn wir die
weitergehende Bedingung durch die Transformation befriedigen, daB
$2=Adz} 4 A28 + Az + 4z} .. ... ... (23)
eine Invariante seil). Diese Bedingung wird nur durch lineare Trans-
formationen erfillt, d. h. durch solche vom Typus
T =0+ buaa . .o s 24)
wobei die Summation iiber & von & = 1 bis & = 4 zu erstrecken ist.
Ein Blick auf die Gleichungen (28) und (24) zeigt, dal die so defi-
niertenLorentz-Transformationen,abgesehen von der Dimen-
sionszahl und den Realitﬁtsverh&ltnissen, identisch sind mit
den Translations- und Drehungstransformationen der eukli-
dischen Geometrie. Auch hier folgert man, daf die Koeffizienten bua

die Bedingungen: L g SRR MR R (25)

1) DaB diese Bpezialisierung in der Natur der Sache liegt, wird spiiter
ersichtlich werden.

Lorentz-
Trang-
formation.
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erfilllen miissen. Aus den Realititsverhiltnissen der x, folgt, dal die
@ und byu alle reell sind auber a,, b,,, bag: bag, busy by, by, welch
letztere rein imaginir sind.

Spezielle Lorentz-Transformation. Die einfachsten Trans-
formationen vom Typus (24), (25) erhilt man, wenn man verlangt, dal
nur zwei Koordinaten transformiert werden sollen, und dal die nur die
Wahl des neuen Anfangspunktes bestimmenden @y verschwinden., Man
erhilt dann fiir die Indizes 1, 2 wegen der drei unabhingige Bedin gungen
liefernden Relationen (25)

T == X, €08 P — Ty 8in @
Ty = x, sin @ +$3003¢)
Ty = g ¥y = @,

Dies ist einfach eine rdumliche Drehung des (raumlichen) Koordi-
natensystems um die zg-Achse. Man sieht iberhaupt, dab die frither
studierten riumlichen Drehungstransformationen (ohne Zeittransforma-
tion) in den Lorentz-Transformationen als spezieller Fall enthalten sind.
Fiir die Indizes 1, 4 erhiilt man aber analog

@y = @y co8 P — x, sin Y |

Z = @y 8in Y + 2, cos P

e i, s A= T L (26a)
A ]

Ts =%

Dabei ist aber ¢ der erwihnten Realititsverhiltnisse halber imagindr
zu withlen. Zur physikalischen Interpretation fihren wir dje reelle
Lichtzeit 1 und die Geschwindigkeit v von K’ gegen K statt des ima-
gindren Winkels ¢ ein. Zuniichst ist

@ = cos Pmw, —isinl

I!' = —isin¥z, 4 cos Pl
Da fir den Anfangspunkt von K', d.h. fir &' = 0, # = vl sein mug,
so folgt aus der ersten dieser Gleichungen

E— e e A (27)
also auch
w — v
NnY — ———
1—pt
¥ G s e R (28)
COBY — —
V1—o2
80 dall wir erhalten
I 3:' —‘b’?
0=
Vl —
v ';’1 ”:; ............ (29)
%9 = xy
Ty = o,
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Dies ist die wohlbokannte spezielle Lorentz- Transformation,
welche sich im Rahmen der allgemeinen Theorie also als eine Drehung
des vierdimensionalen Koordinatensystems um einen imagindren Winkel
darstellt. 'Will man statt der ,Lichtzeit* I die gewohnliche Zeit t

einfithren, so hat man in (29) statt I bzw. v ¢t bzw. % einzufithren.

Wir haben nun eine Liicke auszufiillen. Aus dem Prinzip der
Konstanz der Lichtgeschwindigkeit folgt, daB die Gleichung
Ed;r-f =20
eine von der Wahl des Inertialsystems unabhiingige Bedeutung haben
mub, aber es folgt daraus noch nicht die Invarianz der GrBe a3,
Es konnte sich diese Grofe ja auch mit einem Faktor transformieren,
Dies kommt darauf hinaus, daB die rechten Seiten von (29) noch mit
einem (etwa von » abhingigen) Faktor A multipliziert sein konnten.
Das Relativititsprinzip erlaubt aber nicht, dal dieser Faktor von 1 ver-
schieden sei, wie wir jetzt zeigen wollen. Wir denken uns einen festen
Kreiszylinder, der in Richtung seiner Achse bewegt sei. Ist sein Radius
im Zustand der Ruhe, mit dem EinheitsmaBstab gemessen, gleich R, so
konnte sein Radius R im bewegten Zustande von R, abweichen, da die
Relativititstheorie die Voraussetzung nicht einfithrt, dafl die Gestalt
der Korper in bezug auf einen Bezugsraum unabhiingig sei von ihrer
Bewegung gegen diesen Bezugsraum. Aber die Richtungen des Raumes
miissen einander gleichwertig sein. R kann daher wohl vom Betrage ¢
der Geschwindigkeit, aber nicht von der Bewegungsrichtung abhiingen;
I mub also jedenfalls eine gerade Funktion von ¢ sein, Ruht der
Zylinder relativ zu K’, so ist
2%+ ¢t = R}
die (ileichung seiner Mantelfliche. Schreibt man die letzten beiden
Gleichungen von (29) allgemeiner
: x3 = day
@g—iday
so geniigt die Mantelfliche in bezug auf K der Gleichung
2
22y = ‘_?:. :
Der Faktor A milt also die seitliche Kontraktion des Zylinders und
kann deshalb nach dem Obigen nur eine gerade Funktion von # sein,
Fithrt man ein drittes Koordinatensystem K” ein, welches sich
relativ. zu K’ mit der Geschwindigkeit v in Richtung der negativen
2-Achse von K' bewegt, so erhiilt man durch zweimalige Anwendung
von (29) 2y = A(v) A(— )z

V' = Aw)A(—v).
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Da nun A(v) = A(—v) sein soll, und wir festsetzen wollen, dafi
in allen Systemen gleiche Malistibe verwendet werden sollen, so mufl
die Transformation von K" auf K die identische Transformation sein
(da wir die Méglichkeit A = — 1 nicht zu beriicksichtigen brauchen).
Die Unabhingigkeit des Verhaltens der Malstibe von ihrer Bewegungs-
vorgeschichte ist bei dieser Betrachtung wesentlich.

Kinema- Bewegte Mafistibe und Uhren. Die Lage der ganzzahligen

tische Kon- Py kte 2/ — n zu der bestimmten K-Zeit | — 0 ist in bezug auf K
gequenzen

der Lorentz- durch die aus der ersten der Gleichungen (29) folgende Gleichung

::;:,'_‘mm" = 3;Vi_— v? gegeben (Lorentz-Verkiirzung). FKine im Anfangs-
punkt von K ruhende Uhr, deren Schlige durch | == n charakterisiert
sind, geht — von K' aus beurteilt — gemil der zweiten der Glei-

chungen (29) in dem Tempo
n

Y= e o
also langsamer, als dieselbe Uhr, wenn sie in bezug auf K’ ruht. Diese
beiden Konsequenzen, welche fiir jedes Bezugssystem mutatis mutandis
gelten, bilden den von Konventionen freien physikalischen Inhalt der
Lorentz-Transformation.

Additionstheorem der Geschwindigkeiten, Setzt man zwei
«spezielle Lorentz-Transformationen mit den Relativgeschwindigkeiten
v; und », zusammen, so ist die Geschwindigkeit v, der sie zusammen
ersetzenden Lorentz-Transformation nach (27) durch die Gleichung

t, v, v
vy = itg (¥ + ¥a) = ff%"[’;ﬁ;ffi e 1—~—f,,,;= £+ (30)
gegehen.

Allgemeines iber die Lorentz-Transformation und ihpe
Invariantentheorie. Auf der Invariante s? (23) beruht die ganze
Invariantentheorie der speziellen Relativititstheorie. Sie spielt fiir dag
vierdimensionale Raum-Zeit-Kontinuum formal die gleiche Rolle wie dig
Invariante dui + Az + dx§ in der euklidischen Geometrie bzw, in
der vorrelativistischen Physik. Letztere Griofle ist gegeniiber der (je-
samtheit der Lorentz-Transformationen keine Invariante; die Grofe s2
der Gleichung (23) tibernimmt die Rolle dieser Inyariante. s? ist durch
Messung in bezug auf ein beliebiges Inertialsystem bestimmbar, bei
gegebenem EinheitsmaBstab eine vollig bestimmte Grofe, die einem
beliebigen Paar von Ereignissen zugeordnet ist.

et 8 Die Invariante s* unterscheidet sich, abgesehen von der Dimensions-
:ﬂ:&‘: o zahl, von der entsprechenden Invariante der euklidischen (Geometrie in
speziellen  folgendem Punkte. In der euklidischen Geometrie ist s? notwendig
gﬂ::::_’m" positiv; es verschwindet nur, wenn die betreffenden Raumpunkte zu-
sammenfallen. Dagegen kann aus dem Verschwinden von s? — > 42
= dui + Azi + Adxi — A1* nicht geschlossen werden, dafi die beiden
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Raum-Zeit-Punkte zusammenfallen; das Verschwinden dieser Grofle s?
ist vielmehr die invariante Bedingung dafiir, daf die beiden Raum-Zeit-
Pankte durch ein Vakuumlichtsignal verbunden werden konnen. Ist P
ein Punkt (Ereéignis), dargestellt im vierdimensionalen Raume durch
Zy, &, Ty, 1, 80 liegt die Gesamtheit der mit P durch Lichtsignal ver-
bindbaren ,Punkte“ P’ auf dem Kegel s2 = 0 (vgl. Fig.1, in welcher
die Dimension 3 unterdriickt ist). Die
sobere* Kegelhiilfte mége die ,Punkte®
enthalten, nach denen von ¥ aus Licht-
signale gesendet werden kénnen (Nach-

kegel), die untere Kegelhiilfte diejenigen CD,'
»Punkte“, von denen aus Lichtsignale S .
nach P gesandt werden kénnen (Vor- oot
kegel). Die von der Kegelfliche um- 1 X
schlossenen Punkte P’ liefern mit P a7 s
ein negatives s2; man nennt dann PP’ A kie ot i

bzw. P'P nach Minkowski zeitartig. Coi i
Solche Strecken stellen Sticke von mog-
lichen Bewegungsbahnen dar |Unter-
lichtgeschwindigkeiten 1)]. In diesem
Falle kann die I-Achse in die Richtung PP’ gelegt werden durch
passende Wahl des Bewegungszustandes des Inertialsystems. Liegt P’
auBerhalb des ,Lichtkegels“, so mennt man P p' raumartig; in diesem
Falle kann durch passende Wahl des Inertialsystems 41 zum Ver-
schwinden gebracht werden.

Fig. 1.

Durch die Einfithrung der imaginiren Zeitvariable x, = il hat
Minkowski die Invariantentheorie des vierdimensionalen Kontinuums
des physikalischen Geschehens der des dreidimensionalen Kontinnums
des euklidischen Raumes villig analog gemacht. Die vierdimensionale
Tensorentheorie der speziellen Relativititstheorie unterscheidet sich also
von der des dreidimensionalen Raumes nur durch die Dimensionszahl
und die Realititsverhiltnisse.

Kine physikalische Wesenheit, welche in bezug auf ein beliebiges
Inertialsystem der ,, xy, x4, 2, durch vier Grofen A, beschrieben wird,
heibt ein ,Vierervektor® mit den Komponenten A,, wenn die A, in
ihren Realititsverhiltnissen und Transformationseigenschaften den Az,
entsprechen: er kann ,raumartig“ oder ,zeitartig sein. Die 16 Grifen
Ay bilden dann die Komponenten eines Tensors zweiten Ranges, wenn
sie sich transformieren nach dem Schema

AL p — blug bp,gAuﬂ.

1) DaB Kérpergesehwindigkeiten, die die Lichtgesechwindigkeit itbertreffen,
nicht moglich sind, folgt schon aus dem Auftreten der Wurzel ],"1 — ¥ in
der speziellen Lorentz-Transformation (29).
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Es folgt daraus, daB sich die A,, beziiglich ihrer Transformations-
eigenschaften und Realititseigenschaften so verhalten, wie die Kom-
ponentenprodukte U, V, zweier Vierervektoren (U) und (V). Es sind
also alle Komponenten reell bis auf diejenigen, welche den Index 4
einmal enthalten, in welch letzterem Falle sie rein imagindr sind.
Analog lassen sich Tensoren dritten und hoheren Ranges definieren.
Die Operationen Addition, Subtraktion, Multiplikation, Verjiingung und
Differentiation von Tensoren sind denen der Tensoren im dreidimen-
sionalen Raume villig analog.

Bevor wir die Tensorentheorie in dem vierdimensionalen Raum-Zeit-
Kontinuum anwenden, wollen wir noch besonders die antisymmetrischen
Tensoren ins Auge fassen. Der Tensor zweiten Ranges hat im all-
gemeinen 16 = 4.4 Komponenten. Im Falle der Antisymmetrie ver-
schwinden die Komponenten mit zwei gleichen Indizes und die Kom-
ponenten mit ungleichen Indizes sind einander paarweise entgegengesetzt
gleich. Es existieren also nur sechs voneinander unabhiingige Kom-
ponenten, wie dies bei dem slektromagnetischen Felde der Fall ist. 1In
der Tat wird sich bei Betrachtung der Maxwellschen Gleichungen
zeigen, dall diese sich als Tensorgleichungen deuten lassen, falls man
das elektromagnetische Feld als antisymmetrischen Tensor auffalt.
Ferner ist klar, daB der antisymmetrische Tensor dritten Ranges (anti-
symmetrisch in allen Indexpaaren) nur vier voneinander unabhingige
Komponenten besitzt, da es nur vier Kombinationen dreier verschiedener
Indizes gibt.

Nun wenden wir uns zu den Maxwellschen Gleichungen (19a),
(19b), (20a), (20b) und fihren fiir das elektromagnetische Feld und
die Stromdichte die Bezeichnungen ein 1):

Pas P Pz P Py Pay } et
] by b —iee —io —i& (30a)
iy 7y Jy gy
e e i e o
p | €3 P lv ¢ lg 19

mit der Bestimmung, daB @, = — @, sein soll ( = ¥ —1). Dann
lassen sich jene Systeme in die Formen zusammenfassen

0 Puy

8:::. =y rreee e s ina. (89)
a?,ﬁw 0Qvo ?_?cm_
Bxg+5xu+axv — R et )

wie man sich durch Einsetzen gemil (30a) und (31) leicht iiberzeugt.
Die Gleichungen (32) und (33) haben Tensorcharakter, sind also

1) Um Verwechslungen zu verhiiten, sollen von nun an als dreidimen-
gional - riiumliche Indizes x, y, # statt 1 2 3 gewihlt werden, indem wir die
Zahlenindizes 12 3 4 fiir das vierdimensionale Raum-Zeit-Kontinuum reservieren.



R e

kovariant beziiglich Lorentz-Transformationen, wenn die ¢, und die
Ju Tensorcharakter haben, was wir voraussetzen. Damit sind die
Transformationsgesetze dieser Groflen fiir den Ubergang von einem
berechtigten (zu einem Inertialsystem gehérigen) Koordinatensystem zu
einem anderen eindeutig festgelegt. Der methodische Fortschritt, den
die Elektrodynamik der speziellen Relativititstheorie verdankt, liegt in
erster Linie darin, dafl sie die Zahl der unabhingigen Hypothesen ver-
ringert. Betrachtet man beispielsweise die Gleichungen (19a), und be-
trachtet man diese — wie es oben geschehen ist — nur vom Standpunkt
der blofien Richtungsrelativitit, so besitzen sie drei logisch vonein-
ander ganz‘ unabhingige Glieder. Die Art, wie die elektrische Feld-
stiirke in diese Gleichungen eingeht, scheint ganz unabhingig von der
Art, wie die magnetische Feldstirke in dieselben eingeht; man diirfte
(,;E;' etwa g—%:‘-'f dastiinde, oder wenn
dieses Glied ganz fehlte. In Gleichung (32) erscheinen dagegen nur
zwei voneinander unabhiingige Glieder. Das elektromagnetische Feld
erscheint als formale Einheit; die Art, wie das elektrische Feld in die
Gleichungen eingeht, ist durch die Art, wie das magnetische Feld ein-
geht, mitbestimmt. Nur die elektrische Stromdichte erscheint noch als
selbstindige Wesenheit neben dem elektromagnetischen Felde. Dieser
methodische Fortschritt beruht darauf, daf das elektrische und magne-
tische Feld ihre Sonderexistenz durch die Bewegungsrelativitit ein-
biilen. Was, von einem System aus beurteilt, ein rein magnetisches
Feld ist, hat, von einem anderen Inertialsystem aus beurteilt, auch
elektrische Feldkomponenten. Das *allgemeine Transformationsgesetz
liefert in Anwendung auf das elektromagnetische Feld fiir den Fall der
speziellen Lorentz-Transformation die Gleichungen

gich nicht wundern, wenn statt

&= ¢ bz = b

I e U T T

S e il T S (34)
&+ vhy b —ve,

- ]ff — 2 B Y1 —e8

Existiert in bezug auf K nur ein magnetisches Feld fj, aber kein
elektrisches ¢, so existiert in bezug auf K’ gleichwohl ein elektrisches
Feld ¢’, welches auf eine relativ zu K’ ruhende elektrische Masse wirkt.
Ein in bezug auf K ruhender Beobachter wird diese Kraft als Biot-
Savartsche bzw. Lorentzsche elektromotorische Kraft deuten. Es
erscheint also auch diese elektromotorische Kraft mit der reinen Feld-
wirkung zu einer Wesenseinheit verschmolzen.

Um diese Beziehung formal zu erfassen, betrachten wir den Aus-
druck der pro Volumeinheit auf die Elektrizitit wirkenden Kraft

T T U e R e gravil «(88)

Impuls,
Energie und
Masse.
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wobei i der Geschwindigkeitsvektor der Elektrizitit (mit der Licht-
geschwindigkeit als Einbeit) ist. Fithrt man J,, und @, gemill (30a)
and (31) ein, so erhilt man als erste Komponente den Ausdruck:

Prads + Pisds + Prdi

Mit Riicksicht darauf, daB ¢,, wegen der Antisymmetrie des Tensors ()
verschwindet, sind die Komponenten von t durch die ersten drei Kom-
ponenten des vierdimensionalen Vektors

Bi— oy s v sievivis in s ais (36)

gegeben, dessen vierte Komponente gegeben ist durch

K, = @uJdy+ @Puda+ Pagls = j(exiz + eyty 1 ¢ i) = j4 (37)

Es gibt also einen vierdimensionalen Vektor der Kraftdichte, dessen
erste drei Komponenten die Komponenten £, £y, fs der ponderomotorischen
Kraftdichte sind, dessen vierte Komponente gleich der mit }/—41_ multi-
plizierten Leistungsdichte 2 (Energieabgabe des Feldes pro Volum-
und Zeiteinheit) ist. :

Ein Vergleich von (36) und (35) zeigt, daB die Relativititstheorie
eine formale Vereinigung der ponderomotorischen Kraft des elektrischen
Feldes @ ¢ und der Biot-Savartschen bzw. Lorentzschen Kraft [i, §]
leistet.

Masse und Energie. Aus der Existenz und Bedeutung des
Vierervektors (K,) 1iBt sich ein eminent wichtiger Schluff ziehen, Wir
denken uns einen Korper, auf den ein
elektromagnetisches Feld eine Zeitlang
einwirkt. In der schematischen Figur
bedeutet O, die z,-Achse und zugleich
einen KErsatz fiir die drei rdumlichen
Achsen Oy, Oz, Oug; Ol bedeute die
(reelle) Zeitachse. In dieser Figur
haben wir einen endlich ausgedehnten
Kérper zu einer bestimmten Zeit ! durch
eine Strecke A B darzustellen, die ganze
raumzeitliche Existenz des Korpers
durch einen Flichenstreifen, dessen
Begrenzungen gegeniiber der I-Achse iiberall um weniger als 45° geneigt
ist. Zwischen den Zeitschnitten I =1, und I =TIy, aber nicht bis zu
diesen reichend, ist ein Stiick des Streifens schraffiert gezeichnet. Es
dentet das raumzeitliche Gebiet an, in welchem das elektromagnetische
Feld auf den Korper einwirkt bzw. auf seine elektrischen Ladungen,
welche die Wirkungen auf ihn ibertragen. Wir richten unser Augen-
merk auf die Anderungen, welche Impuls und Energie des Korpers bei
dieser Gelegenheit erleiden.

Fig. 2.

L3
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Wir nehmen an, dal der Impulssatz und der Energiesatz fir den
Koérper gelten. Impulsinderung bzw. Energieinderung des Korpers,
AL, A1y, AI., AFE des Korpers sind dann durch die Ausdriicke ge-
geben :

h
A A J d;jr,,d;.:d;,@: 1 '[Kld:z,dx?dxadx‘
fy

4B — jdljidx dyds = ; I:K, a2, 4y Ay s,
ly

Da das vierdimensionale Volumelement eine Invariante ist, (K, Ky, Ky, K,)
einen Vierervektor bilden, so transformieren sich die iiber das schraffierte
Gebiet erstreckten vierdimensionalen Integrale wie Vierervektoren, ehenso
die zwischen 1, und I, erstreckten Integrale, weil die nicht schraffierten
Teile des Streifens zu den Integralen keine Beitrige liefern. Es folgt
daraus, dab A1, A41,, A41I., | 4E ebenfalls einen Vierervektor bilden,
Da nun die GroBen selbst den gleichen Transformationscharakter haben
werden wie ihre Zuwiichse, so wird der Inbegriff der vier Grofen

L Iy I IB

selbst Vektorcharakter besitzen, welche Grofen sich auf einen Momentan-
zustand des Korpers (z B. zur Zeit | — 1,) beziehen.

Dieser Vierervektor wird sich aber auch durch die Masse m und
durch die Geschwindigkeit des Korpers (letzteren als materiellen Punkt
betrachtet) ansdriicken lassen. Um diesen Ausdruck bilden zu kénnen,
bemerken wir zunichst, dafs

—ds? = dv® = — (daf + dzf + da3) —dz} = di2(1 — q?) (38)
eine Invariante ist, die sich auf ein unendlich kurzes Stiick der vier-
dimensionalen Linie bezieht, welche die Bewegung des materiellen
Punktes darstellt. Die physikalische Bedeutung der Invariante dr ist
leicht anzugeben. Wiihlt man namlich die Zeitachse so, daB sie in die
Richtung des betrachteten Liniendifferentials fillt, oder — wie man
dies auch ausdriickt — transformiert man den materiellen Punkt auf Ruhe,
dann wird dr =dl; dt wird also durch eine relativ zu dem materiellen
Punkt ruhende, mit ihm zusammenfallende (Licht-) Sekundenuhr ge-
messen. Man nennt deshalb r dié Eigenzeit des materiellen Punktes.
dt ist also im Gegensatz zu dl eine Invariante und ist fiir Bewegungen,
deren Geschwindigkeit klein ist gegen die Lichtgeschwindigkeit, mit dl
praktisch gleichwertiz. Man sieht also, dafi

dzg

e — _d? ............... (39}
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wie die d;ﬁ,. selbst Vektorcharakter haben; wir bezeichnen (u5) als den
vierdimensionalen Vektor (kurz , Vierervektor®) der Geschwindigkeit.
Seine Komponenten erfiillen nach (38) die Bedingung

S =—1 .o (40)

Man sieht, dal dieser Vierervektor, dessen Komponenten in gewohnlicher
Schreibweise
O Qy s
% 2 e (41)
fi—g' Y1—¢ Y1—¢ V1—¢°
sind, der einzige Vierervektor ist, welcher aus den (dreidimensional

d
definierten) Geschwindigkeitskomponenten ¢, = d_?' W= z‘?, T j—?

des materiellen Punktes gebildet werden kann. Man ersieht daraus, dab

(m %’:) ............... (42)

“jener Vierervektor sein muB, der firr den materiellen Punkt dem Vierer-
vektor von Impuls und Energie gleichzusetzen ist, dessen Existenz wir
oben erwiesen haben. Durch Gleichsetzung der Komponenten erhalten
wir in dreidimensionaler Schreibweise

.........

Man erkennt in der Tat, da die Impulskomponenten bei (gegen
die Lichtgeschwindigkeit) kleinen Werten der Geschwindigkeit mit denen
der Kklassischen Mechanik iibereinstimmen. Bei groBen Geschwindig-
keiten aber wichst der Impuls rascher als linear mit der Geschwindig-
keit an, um bei Anniherung an die Lichtgeschwindigkeit unendlich zu
werden.

Wendet man ferner die letzte der Gleichungen (43) auf einen
ruhenden Massenpunkt an (g = 0), so sieht man, daB die Energie Ey
eines ruhenden Korpers seiner Masse gleich ist. Bei Wahl der
Sekunde als Zeiteinheit wiirde sich

Bl —sMO: e aate s aominnsions » (44)

ergeben haben. Masse und Energie sind also wesensgleich, d. h. nur
verschiedene AuBerungsformen derselben Sache. Die Masse eines Korpers
ist keine Konstante, sondern mit dessen Energieinderungen ver-



anderlich!). Aus der letzten der Gleichungen (43) sieht man, dal F
unendlich wird, wenn sich ¢ der Lichtgeschwindigkeit 1 nihert. Durch
Entwicklung von ¥ nach Potenzen von ¢? erhilt man

E=m—|~%q’+—g-mg‘.... ..... . (4b)

Das zweite Glied dieser Entwicklung entspricht der kinetischen Energie
des materiellen Punktes in der klassischen Mechanik.
Bewegungsgleichung des materiellen Punktes. Aus (43)
erhilt man durch Differentiation nach der Zeit | vermége des Impuls-
satzes das Bewegungsgesetz des materiellen Punktes in dreidimensionaler
vektorieller Schreibweise: d mq
( T ey . (46)

dl \y1— ¢*

Diese fiir das quasi-stationdr bewegte Elektron schon von H. A.
Lorentz aufgestellte Bewegungsgleichung ist dureh Untersuchungen
an f-Strahlen mit grofler Genanigkeit gepriift worden 2),

Energietensor des elektromagnetischen Feldes. Es ist vor
der Relativititstheorie bekannt gewesen, daB der Energie- und Impuls-
satz fiir das elektromagnetische Feld in differentieller Form geschrieben
werden kann. Die vierdimensionale Formulierung dieser Sitze fithrt
uns zu einem fiir die Weiterentwicklung der Relativititstheorie wichtigen
Begriff, nimlich zu dem des Energietensors.

Geht man vom Vierervektor der Kraftdichte

Ky = @uydy
und ersetzt J, vermdge der Feldgleichungen (32) durch die Feld-
stirken @, , so erhidlt man nach einigen Umformungen und wieder-

holter Anwendung der Feldgleichungen (32) und (33) die Darstellung

( Tu-
K":__.i_f__ T o ROtV O [ (47)

wobei Py
Tﬂv _—— i¢2ﬂﬁpv + Q;guq)vc L S e S (48)

gesetzt ist?). Die physikalische Bedeutung wird klar, indem man statt
(47) mit Einfihrung neuer Bezeichnungen schreibt
$,— 0Pz __ OPay __ OPxs _ 0(bo)
or cy oz ol
......................... ¢ s l4TH)

oG _ 2 o) _ o1

ox oy 0z oGl

') Die Nicht-Ganzzahligkeit der Atomgewichte hingt also offenbar mit
den Energieerzeugungen der radioaktiven Prozesse zusammen. Es ist bereits
versucht worden, aus dieser Relation Schliisse zu ziehen iiber den Baun bzw.
die Stabilitit der Atomkerne.

?) P.Langevin hat eine Ableitung der relativistischen mechanischen Glei-
chungen gegeben, die sich nicht auf die Elektrodynamik stiitzt, sondern ausschlies-
lich auf die Kinematik der speziellen Relativitiitstheorie und den Energiesatz,

8) Uber die Indizes ¢ und # ist zu summieren.

Envrgle-
tensor.



oder nach Beseitigung des Imaginiren

ot Oz e _g}_’zy 14 31’:._ 0bs
o 0y dz ol

Aus dieser letzteren Darstellungsweise sieht man, dafl die ersten
drei dieser Gileichungen die Bedeutung des Impulssatzes haben, wobei
Prx -+ Des die Maxwellschen Druckkrifte des elektromagnetischen
Feldes, (bs, by, bs) den Vektor der Impulsdichte des Feldes bedeuten.
Die letzte der Gleichungen (47b) driickt den Energiesatz aus, indem
i den Vektor des Energiestromes, n die Energiedichte des Feldes be-
deutet. In der Tat erhiilt man aus (48) durch Einfithren der reellen
Feldkomponenten die aus der Elektrodynamik wohlbekannten Ausdriicke:

sz=_bx[’=+%("3+h: +02)  Pay = —Daly i’ﬂ:_bfb"
—esec +1(e2 +ef +ef) —ezty —ets
...................................... (488)

N =+ e+ e+ e + 52 4 3+ 5]

Wir konstatieren aus (48), daff der Energietensor des elektromagne-
tischen Feldes symmetrisch ist; damit hingt es auch zusammen, daB
Impulsdichte und Energiestrom miteinander fibereinstimmen (Beziehung
zwischen Energie und Trigheit).

Das Resultat, da die Energiedichte Tensorcharakter hat, ist zu-
nichst nur fiir das elektromagnetische Feld direkt bewiesen, wird aber
wohl allgemeine Gitltigkeit beanspruchen diirfen. Die Maxwellschen
Gleichungen bestimmen das elektromagnetische Feld, wenn die Ver-
teilung der elektrischen Ladungen und Strome bekannt ist. Dje
Gesetze aber, nach denen sich Strome und Ladungen verhalten, sing
uns nicht bekannt. Wir wissen wohl, dab die Elektrizititen iy
Elementarkorperchen (Elektronen, positiven Kernen) bestehen, aber iy
begreifen es nicht vom theoretischen Standpunkte aus. Wir kennen
die energetischen Faktoren nicht, welche die Anordnung der Elek-
trizitit in Korperchen von bestimmter Grofe und Ladung bewirken,
und alle Versuche, die Theorie nach dieser Seite hin zu vervollstindigen,
sind bisher gescheitert. Wir kennen daher, falls wir iiberhaupt die
Maxwellschen Gleichungen zugrunde legen diirfen, den Energietensor
fiir die elektromagnetischen Felder nur auferhalb der Elementar-
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teilchen1). An diesen Stellen, den einzigen, wo wir einen vollstindigen
Ausdruck fiir den Energietensor aufgestellt zu haben glauben kénunen,
gilt nach (47)
0 Tuy
DRy S

Allgemeiner Ausdruck der Erhaltungssitze. Es ist die
Annahme kaum von der Hand zu weisen, dafl auch in allen anderen
Fiillen die raumliche Verteilung der Energie durch einen symmetrischen
Tensor T» gegeben ist, und dal dieser vollstindige Energietensor
iiberall die Relation (47¢) erfiillt. Jedenfalls werden wir durch diese
Annahme dem integralen Energiesatze gerecht, wie wir sogleich zeigen
wollen,

Wir betrachtén ein rdumlich begrenztes, abgeschlossenes System,
das wir vierdimensional wieder durch einen Streifen dargestellt denken
konnen, aulerhalb dessen die 7}, verschwinden. Wir integrieren die
Gleichung (47) tber einen riumlichen Schnitt (Fig. 8). Da die Integrale iiber
a;;;l (bzw. ?f;:;‘:a und %’%3) wegen des Verschwindens der 7, an
den Integrationsgrenzen verschwinden, so erhilt man

,‘% ”Tm dax, dzy d:.r:s} =0 e (49)

Die geschweiften Klammern enthalten die Ausdriicke der mit | multi-
plizierten Impulskomponenten des ganzen Systems bzw. der negativ ge-
nommenen Energie des ganzen Systems,

so daB (49) die Erhaltungssitze in ihrer g0

integralen Form ausdriickt. Dal diese |
Auffassung der Energie und der Er-
haltungssiitze das Richtige trifft, wird
auch aus der folgenden Betrachtung

hervorgehen. / /
Phinomenologische Be-

schreibungen der Materie
Hydrodynamische Gleichungen.
Wir wissen heute, daB die Materie aus elektrischen Elementar-
teilchen aufgebaut ist, sind aber nicht im Besitz der Feldgesetze,
auf welchen die Konstitution jener Elementarteilchen beruht. Wir
sind daher genétigt, uns bei Behandlung der mechanischen Probleme
einer ungenauen Beschreibung der Materie zu bedienen, welche der von

I

1) Man hat zwar diesem Mangel dadureh abzuhelfen gesucht, dall man
die elektrischen Elementarteilchen als echte Singularititen auffalite. Dies
bedeutet aber nach meiner Ansicht den Verzicht auf ein wirkliches Ver-
stiindnis vom Bau der Materie. Viel besser scheint es mir, unser momentanes
Unvermdgen zuzugeben, als sich mit einer Scheinlosung zufrieden zu geben.

Einstein, Vier Vorlesungen, 8

Energiesatz.
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der klassischen Mechanik verwendeten entspricht. Die Dichte ¢ der
ponderabeln Substanz und die hydrodynamischen Druckkrifte (Flichen-
krifte) sind die Grundbegriffe, auf die eine derartige Beschreibung sich
stiitzt.

Es sei 0, die Massendichte der Materie an einer Stelle, wie sie von
einem momentan mitbewegten Koordinatensystem aus beurteilt wird
(Ruhedichte). ¢, ist dann eine Invariante. Denken wir uns eine be-
liebig bewegte Materie unter Vernachlissigung der Flichenkriifte (Staub
im Vakuum mit Vernachlissigung der Korngriofe, der Temperatur), so
wird der Energietensor auller von 6, nur von den Geschwindigkeits-
komponenten u, abhingen. Wir erzielen den Tensorcharakter, indem
wir setzen

L =GRS o b (50)

wobei die u, in Begriffen der dreidimensionalen Darstellungsweise durch
(41) gegeben sind. In der Tat folgt aus (50) fir ¢ = 0 T, — — g,
(negative Energiedichte), wie es nach dem Satze von der Aquivalenz
von Masse und Energie und nach unserer fritheren physikalischen
Interpretation des Energietensors sein muB. Wirkt eine auere Volum-
kraft (vierdimensionaler Vektor K,) auf die Materie, so gilt nach dem
Impulsenergiesatz die Gleichung

0T,y _
C&y

K

Wir wollen zeigen, dal diese Gleichung in der Tat auf dag
friher abgeleitete Bewegungsgesetz des materiellen Punktes fithrt,
Denken wir die Materie raumlich unendlich wenig ausgedehnt, also als
vierdimensionalen Faden, so hat man durch Integration iber den ganzen
Faden beziiglich der raumlichen Koordinaten ;, z,, o,

(0T : [ dayda
,[K‘ dxy drgdrg zJ -a-‘—;‘-‘d:rl degdry=——1 %U%‘# Ed—_:-dﬂfld.rgttrs (604a)
Nun ist aber Id:c, drgdzydr, eine Invariante, also auch
Ido dzydzydrsdz,. Wir berechnen dies Integral einmal von dem vop

uns gewihlten Inertialsystem aus, ein zweites Mal von einem System aug
relativ zu dem die betrachtete Materie die Geschwindigkeit Null hat,
Die Integration ist iiber eine Lingsfaser des Fadens zu erstrecken, fijp
welche 0, als iiber dem raumlichen Querschnitt konstant anzusehen jst,
Ist dV bzw. dV, das raumliche Volumen der Lingsfaser, von den beiden
Systemen aus bmu’t‘.eilt,I 0 ist

_fa,dm — jaodrodz,

also auch

dz . dr
J.dodl?’ = J.God?'o i J.rfmlga-
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Setzt man letzteren Ausdruck in (50a) ein und setzt den Faktor
L vor das Integralzeichen, so erhiilt man

dv
f= d dxl ) iz (_ mas )
at\" az dl V1i—¢

Man sieht hieraus, dali die verallgemeinerte Formulierung des Energie-
- Impuls-Satzes mit unseren fritheren Resultaten im Einklang ist.

Eulersche Gleichungen fiir die ideale Fliisgigkeit. Um
dem Verhalten wirklicher Materie niher zu kommen, miissen wir dem
Energietensor ein Glied beifiigen, das den Flichenkriften entspricht,
Der einfachste Fall ist der einer reibungslosen Fliissigkeit, in welchem
die Flachenkrifte durch einen Skalar p bestimmt sind. Die tangentialen

Flichenkrifte p,, usw. verschwinden in diesem Falle, so dafi der Bei-
trag zum Energietensor von der Form pd,, sein muff. Wir haben also

zu setzen:
et g F T e B S IR RS e e P (51)

Die Ruhedichte der Materie bzw. der Energie ist in diesem Falle nicht @,
sondern 6 — p. Denn es ist im Fall der Ruhe

e T TR S (R
Bei Abwesenheit von Volumkriften ist
= Gy ——— S =0.
e oy T o, 0y g
Multipliziert man diese Gleichung mit u, (—* ——) und addiert @iber w,
so erhilt man mit Ricksicht auf (40):
o(6u,)
oz, +¢ﬁ-_0"‘. ,,,,,,, (52)

op day,

dp g 2 : Yo :
wobei S, =% gesetzt ist. Dies ist die Kontinuititsgleichung,

welche von derjenigen der klassischen Mechanik um das (praktisch ver-
d

schwindend kleine) Glied d%) abweicht. Mit Riicksicht auf (62) nehmen

die Erhaltungsgleichungen die Form an:

du’-‘-—f—,‘dp-Fap e B gy (3
Die Gleichungen fiir die ersten drei Indlzes entsprechen offenbar den
Eulerschen Gleichungen. Dal die Gleichungen (52) und (53) in erster
Niiherung den hydrodynamischen Gleichungen der klassischen Mechanik
entsprechen, ist ein weiteres Argument dafiir, dali die allgemeine
Formulierung des Energiesatzes das Richtige trifft. Massen- bzw. Energie-
dichte haben Tensorcharakter (und zwar den eines symmetrischen
Tensors).

g=



Dritte Vorlesung.

Aligemeine Relativititstheorie.

Alle bisherigen Uberlegungen beruhen auf der Voraussetzung, daB
die Inertialsysteme fiir die physikalische Beschreibung gleichberechtigt,
den Bezugsraumen von anderen Bewegungszustinden fir die Formu-

Grund-  ljerung der Naturgesetze aber iiberlegen seien. Fiir diese Boevorzugung

shtrliches. 1 ostimmter Bewegungszustinde vor allen anderen kann gemill unseren
bisherigen Betrachtungen in den wahrnehmbaren Kérpern bzw. in dem
Begriff der Bewegung eine Ursache nicht gedacht werden; sie mul
vielmehr anf eine selbstindige, d. h. durch nichts anderes bedingte
Eigenschaft des raumzeitlichen Kontinuums zuriickgefithrt werden. Ins-
besondere scheint das Trigheitsgesetz dazu zu zwingen, dem Raum-
Zeit- Kontinuum physikalisch-objektive Eigenschaften zuzuschreiben.
War es vom Standpunkt Newtons konsequent, die beiden Begriffe
auszusprechen: ,tempus absolutum, spatium absolutum“, so mull man
auf dem Standpunkt der speziellen Relativititstheorie von ,continunm
absolutum spatii et temporis est“ sprechen, Dabei bedeutet ,absolutum*
nicht nur ,physikalisch-real®, sondern auch ,in ihren physikalischen
Eigenschaften selbstindig, physikalisch bedingend, aber selbst nicht
bedingt®.

Solange man in dem Trigheitsgesetz ein letztes Fundament der
Physik sieht, ist dieser Standpunkt sicherlich der allein berechtigte.
Es bestehen aber gegen diese gewohnte Auffassung zwei schwerwiegende
Bedenken. FErstens namlich widerstrebt es dem wissenschaftlichen Ver-
gtande, ein Ding zu setzen (nidmlich das zeitrdumliche Kontinuum), wag
zwar wirkt, auf welches aber nicht gewirkt werden kann. Dies war
der Grund, der E. Mach zu einem Versuche veranlabte, den Raum alg
wirkende Ursache aus dem System der Mechanik zu eliminieren. Nach
ihm sollte ein isolierter Massenpunkt sich nicht gegen den Raum,
sondern gegen das Mittel der ibrigen Massen der Welt be-
schleunigungsfrei bewegen; dadurch wiirde die Kausalreihe des mecha-
nischen Geschehens zu einer geschlossenen im Gegensatz zur Mechanik
(Galileis und Newtons. Um diesen Gedanken im Rahmen der modernen
Nahewirkungslehre durchzufihren, mulite die trigheitshedingende Eigen-
schaft des raumgzeitlichen Kontinuums allerdings als Feldeigenschaft
des Raumes analog dem elektromagnetischen Felde aufgefafllt werden,
wofiir die Begriffe der klassischen Mechanik kein Ausdrucksmittel boten.

LT e sk AL
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Deshalb mubBte der Machsche Losungsversuch einstweilen scheitern.
Wir werden spiiter auf diesen Gesichtspunkt zuriickkommen. Zweitens
aber weist die klassische Mechanik einen Mangel auf, der direkt dazu
auffordert, das Relativitatsprinzip auf relativ zueinander ungleich-
formig bewegte Bezugsriume auszudehnen. Das Verhiltnis der Massen
gweier Korper ist mimlich in der Mechanik auf zwei prinzipiell ver-
schiedene Weisen definiert, nimlich erstens als das reziproke Verhiltnis
der Beschleunigungen, welche ihnen gleiche bewegende Krifte erteilen
(triige Masse), zweitens als das Verhéltnis der Krifte, welche auf sie
in demselben Schwerefelde ausgeiibt werden (schwere Masse). Die
(leichheit der ganz verschieden definierten schweren Masse und triigen
Masse ist eine hochst genau konstatierte Erfahrungstatsache (Eotvos-
scher Versuch), fiir welche die klassische Mechanik keine Erklirung
hat. Es ist aber klar, daB die Wissenschaft erst dann einer derartigen
numerischen Gleichheit voll gerecht geworden ist, wenn sie jene nume-
rische Gleichheit auf eine Gleichheit des Wesens reduziert hat. |

DaB dies Ziel durch eine Erweiterung des Relativitatsprinzips
wirklich erreicht werden kann, geht aus folgender Betrachtung hervor.
Zunichst zeigt eine einfache Uberlegung, daB der Satz von der Gleich-
heit der trigen und schweren Masse gleichwertig ist mit dem Satze,
daB die Beschleunigung, welche ein Schwerefeld einem Korper verleiht,
unabhingig ist von dessen Natur. Denn die Newtonsche Bewegungs-
gleichung in einem Schwerefeld lautet ausfithrlich geschrieben

(trige Masse).(Beschleunigung) A
— (Intensitit des Schwerefeldes).(schwere Masse).

Nur bei numerischer Gleichheit der trigen und der schweren Masse des
Korpers ist die Beschleunigung unabhingig von der Natur des Korpers.
Es sei nun K ein Inertialsystem. Voneinander und von anderen
Korpern hinreichend entfernte Massen sind dann gegeniiber K be-
schleunigungsfrei. Wir beziehen diese aullerdem noch auf ein relativ
zu K gleichmifig beschleunigtes Koordinatensystem K’. Relativ zu K’
sind alle Massen parallel zueinander gleich stark beschleunigt; sie ver-
halten sich also beziiglich K’ so, wie wenn ein Schwerefeld vorhanden und
K' nicht beschleunigt wire. Abgesehen von der Frage der ,Ursache
oines solchen Schwerefeldes, welche uns erst spiter beschaftigen wird,
hindert uns nichts, dieses Schwerefeld als real, d. h. jene Auffassung,
daB K' ,ruhe* und ein Gravitationsfeld vorhanden sei, fir gleich-
berechtigt zu halten mit der Auffassung, daf nur K, ein sberechtigtes*
Koordinatensystem, und kein Schwerefeld vorhanden sei. Die Voraus-
getzung der vollen physikalischen Gleichberechtigung beider Koordinaten-
gysteme nennen wir ,Aquivalenzprinzip®; dieses wird offenbar durch den
Satz von der Gleichheit der trigen und schweren Masse nahegelegt und
bedeutet die Ausdehnung des Relativitatsprinzips auf relativ zueinander
ungleichformig bewegte Koordinatensysteme. Durch diese Auffassungs-

Aguivalenz-
hypothese,



Versagen
der eukli-
dischen
Geometrie,
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weise gelangt man zu einer Theorie, in welcher Trigheit und Schwere
wesensgleich sind. Denn jenach der Betrachtungsweise erscheinen dieselben
Massen unter der Wirkung der Trigheit allein (von K aus) oder unter
der kombinierten Wirkung von Triigheit und Schwere (von K' aus).
Die Mbglichkeit, die numerische Gleichheit von Trigheit und Schwere
auf eine Wesenseinheit zuriickzufithren, verleiht der allgemeinen Rela-
tivititstheorie mach meiner Uberzeugung ein solches f}bergewicht itber
die Auffassung der klassischen Mechanik, dal alle Schwierigkeiten diesem
Fortschritt gegeniiber gering geschiitzt werden miissen.

Was ermichtigt uns aber, uns iber das durch die Erfahrung
scheinbar so unerschiitterlich gestiitzte Trigheitsgesetz hinwegzusetzen,
das die Inertialsysteme von allen anderen Koordinatensystemen aus-
zeichnet? Die Schwiiche des Trigheitsgesetzes liegt darin, dall es einen
Zirkel enthilt: eine Masse bewegt sich beschleunigungsfrei, wenn sie
von anderen Koérpern hinreichend entfernt ist; dafl sie hinreichend
entferntyist, erkennt man aber durch nichts anderes als eben dadurch,
dab sie sich beschlennigungsfrei bewegt. Gibt es iiberhaupt Inertial-
systeme fiir sehr aunsgedehnte Stiicke des Ranm-Zeit-Kontinuums oder
gar fiir die ganze Welt? Wir dirfen den Trigheitssatz als mit grofier
Niherung konstatiert ansehen fiir den Raum unseres Planetensystems,
wenn wir von den Stérungen absehen, welche die Sonne und die Planeten
mit sich bringen. Genauer: es gibt beziiglich passend gewihlter Bezugs-
riume endliche Gebiete, in denen Massenpunkte sich beschleunigungs-
frei bewegen, in denen iiberhaupt die oben entwickelten Gesetze der
speziellen " Relativititstheorie mit erheblicher Genauigkeit gelten.
Solche Gebiete wollen wir ,galileische Gebiete“ nennen. Von der Be-
trachtung solcher Gebiete als eines Spezialfalles von bekannten Eigen-
schaften wollen wir ausgehen.

Das Aquivalenzprinzip verlangt, dal wir bei der Betrachtung
galileischer Gebiete auch Nichtinertialsysteme, d. h. solche Koordinaten-
systeme als gleichberechtigt zulassen, welche gegeniiber Inertialsystemen
nicht heschleunigungs- und drehungsfrei sind. Wenn wir ferner die
driickende Frage nach dem objektiven Grund der Bevorzugung gewisser
Koordinatensysteme radikal aus der Welt schaffen wollen, so werden
wir beliebig bewegte Koordinatensysteme zulassen miissen. Sobald wip
damit Ernst machen, kommen wir mit derjenigen physikalischen Intep.
pretation von Raum und Zeit in Konflikt, die uns in der speziellen
Relativitatstheorie zum Zielo gefihrt hat. Es sei nimlich X’ ein Koop.
dinatensystem, dessen ¢’-Achse mit der z-Achse von K zusammenfalle,
und welches um diese Achse mit konstanter Winkelgeschwindigkeit
rotiere. Sind starre Korper in bezug auf K’ ruhend gemiB den Ge-
getzen der euklidischen Geometrie lagerbar? Die Gesetze der Lagerung
starrer Korper wie iiberhaupt die Naturgesetze kennen wir in bezug auf
K' nicht unmittelbar, da K' kein Inertialsystem ist. Wohl aber kennen
wir sie in bezug auf das Inertialsystem K, konnen sie also in bezug

T T
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auf K beurteilen. Wir denken uns in der z'y'-Ebene von K’ einen Kreis
um den Koordinatenursprung gezogen nebst einem Durchmesser dieses
Kreises. Ferner denken wir uns eine grofe Zahl untereinander gleicher
starrer Stiibchen gegeben. Diese denken wir uns lings der Kreisperi-
pherie und lings des Durchmessers in Reihe gelegt, in Ruhe relativ zu
K'. Ist nun U die Zahl der Stibchen auf der Peripherie, D die
Zahl der Stibchen auf dem Durchmesser, so wiirde, wenn K' gegen K
nicht rotierte,

goin. Wenn aber K' rotiert, so verhilt es sich anders. Wir denken
uns zu einer bestimmten Zeit ¢ von K die Endpunkte aller Stabchen in
bezug auf K bestimmt. Von K aus erfahren die Stibchen auf der
Peripherie die Lorentz-Verkiirzung, die Stiibchen auf dem Durchmesser
aber nicht [in ihrer Langsrichtung!]!). s folgt hieraus

U
5):-:.

Hieraus folgt, daf die Lagerungsgesetze starrer Korper in bezug
auf K' nicht iibereinstimmen mit den Lagerungsgesetzen der Korper
gemiB der euklidischen Geometrie. Ordnen wir ferner auf der Peri-
pherie und im Zentrum des Kreises je eine von zwei gleich beschaffenen
Uhren an (mit K' rotierend), so geht — von K aus beurteilt — die
Uhr an der Peripherie langsamer als die Uhr im Zentrum. Dasselbe
mufl auch — von K' aus beurteilt — stattfinden, wenn wir die Zeit
auf K’ nicht in ganz unnatiirlicher Weise definieren wollen (ndmlich
so, dab die in bezug auf K' geltenden Gesetze explizite von der Zeit
abhingen). Es libt sich also Raum und Zeit nicht in der Weise in
bezug auf K' definieren, wie wir es in der speziellen Relativititstheorie
in bezug auf die Inertialsysteme getan haben. Nach dem Aquivalenz-
prinzip ist aber K' auch als ,ruhendes* System aufzufassen, in bezug
auf welches ein Gravitationsfeld herrscht (Zentrifugalfeld, Feld der
Corioliskrifte). Wir kommen also zu dem Resultat: das Gravitations-
feld beeinflulit bzw. bestimmt die metrischen Gesetze des raumzeitlichen
Kontinuums. Wenn die Geometrie die Lagerungsgesetze der (idealen)
festen Korper ausdriicken soll, so ist sie im Falle der Anwesenheit von
Gravitationsfeldern nicht euklidisch. ~

Der hier vorliegende Fall ist analog demjenigen, welcher bei der
(zweidimensionalen) Beschreibung von Flichen eintritt. Ks ist auch
hier unmoglich, auf der Fliche (z. B. einer Ellipsoidfliche) Koordinaten
einzufithren, denen eine einfache metrische Bedeutung zukommt, wihrend

1) Diese Betrachtungen setzen allerdings voraus, dal das Verhalten von
gtibchen und Uhren nur von der Geschwindigkeit, nicht aber von der
Beschleunigung abhinge, oder wenigstens, dal der Einflu dér Beschleunigung
den der Geschwindigkeit nicht aufhebe.
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auf der Ebene die kartesischen Koordinaten &y, @3 unmittelbar mit einem
Einheitsmabstab gemessene Lingen bedeuten. Gauf hat in der Flichen-
theorie die Schwierigkeit dadurch itberwunden, daf er beliebige, an sich
nur die Stetigkeitszusammenhinge ausdriickende krummlinige Koor-
dinaten auf der Fliche einfithrte und diese dann erst zu den metrischen
Eigenschaften der Fliche in Beziehung setzte. Analog fithren wir in
der allgemeinen Relativititstheorie beliebige Koordinaten z,, z,, Ty, 24
ein, welche die Raumszeitpunkte derart eindeutig numerieren, dafi raum-
zeitlich benachbarten Ereignissen benachbarte Werte der Koordinaten
zugeordnet werden; sonst soll diese Koordinatenwahl beliebig sein. Wip
werden dem Relativititsprinzip in weitestem Sinne dadurch gerecht,
dal wir den Gesetzen eine solche Form geben, dab sie beziiglich jedes
derartigen (vierdimensionalen) Koordinatensystems gelten, d. h. daB die
sie ausdriickenden Gleichungen beziiglich beliebiger Transformationen
kovariant sind,
Yergloich Der wichtigste Vergleichspunkt der GanBschen Flichentheorie und
iytlobey  der allgemeinen Relativititstheorie liegt in der Metrik, auf welche die
:::hhm Begriffe beider Theorien in der Hauptsache sich stiitzen. Im Falle der
aligemeinen Flidchentheorie ist GaufB’ Gedankengang der folgende. Die ebene
Slativithta- Goometrie 1aBt sich auf den Begriff des (physikalisch bedeutsamen, wej]
dem der  mit starren MafBstiben unmittelbar mefbaren) Abstandes ds Zweier
g,:;‘hi;‘fh‘“‘ unwesentlich naher Punkte griinden. Bei passender (kartesiacher)
goometrie.  Koordinatenwahl ist dieser Abstand durch die Formel ds? — dai + dg
gegeben. Auf diese Grofe lassen sich die Begriffe der Geraden alg dar
kiirzesten Linie (GJ ds = 0), der Strecke, des Kroises, des Winkelg
griinden, aus denen sich die euklidische GGeometrie der Ebene aufbant,
Die Geometrie auf einer anderen, stetiz gekriimmten Fliche lilt sich
analog entwickeln, wenn man beachtet, dal ein infinitesimal kleinep
Teil der Fliche bis auf relativ unendlich Kleines als oben betrachtet
werden kann. Auf einem solchen kleinen Flichenstiick gibt eg ks
tesische Koordinaten X;, X,, und der mit einem Malstab gemessene Ab-
stand zweier Punkte auf ihm ist durch

d$* = dX? + d X$

gegeben. Fihrt man auf der Fliche beliebige krammlinige Koordinaten
&y, 7, ein, so sind die d X, d X, linear durch die dzy, dry ausdriickbay,
Es gilt deshalb iiberall auf der Fliche

ds? = g, dxf + 2gypda dzy + gaadg,

wobei die gy, g4 99s durch die Natur der Fliche und die Koordinaten-
wahl bestimmt sind; sind diese Funktionen bekannt, so ist damit auch
bekannt, wie Netze starrer Stibchen auf der Fliche gelegt werden
konnen, d. h. es liBt sich auf diesen Ausdruck fiir ds? die Geometrie
der Fliche griinden, genau wie auf den entsprechenden Ausdruck die
Geometrie der Ebene.
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Analog verhilt es sich mit dem vierdimensionalen Raum - Zeit-
Kontinuum der Physik. Fir einen in einem Gravitationsfelde frei
fallenden Beobachter existiert in seiner unmittelbaren Umgebung das
Gravitationsfeld nicht. Wir werden also ein infinitesimal kleines Gebiet Die Funda-

des raumzeitlichen Kontinuums stets als ein galileisches betrachten E:m;“

konnen, Fir ein solches unendlich kleines Gebiet wird es ein Inertial- u:;l ‘:_hn
system (mit den riumlichen Koordinaten X,, X,, X; und der zeitlichen Eui_m
Koordinate X,) geben, relativ zu welchem wir die Gesetze der speziellen Bedeutung,
Relativititstheorie als giiltig anzusehen haben. Es wird also die un-
mittelbar mit EinheitsmafBstiben und -uhren meBbare GroBe
dX} + dXi 4 dX§ —ax}

oder auch das Negative dieser Grife

Ame i, — X8 —d XD L dXL . (54)

eine fir zwei benachbarte Ereignisse (Punkte des vierdimensionalen
Kontinuums) eindeutig bestimmte Invariante sein, wenn nur iiberall
mit EinheitsmaBstiben (bzw. Uhren) operiert wird, die sich als einander
gleich herausstellen, wenn man sie zusammenbringt und aneinander
anlegt (bzw. ihren Ablauf vergleicht). Hier ist die physikalische Vor-
aussetzung wesentlich, dal die relative Linge zweier MaBstibe
bzw. die relative Ganggeschwindigkeit zweier Uhren im Prinzip un-
abhiingig ist von ihrer Vorgeschichte. Diese Voraussetzung ist aber in
der Erfahrung sehr sicher begriindet; wire sie nicht zutreffend, so
konnte es keine scharfen Spektrallinien geben, da die einzelnen Atome
desselbon Elementes sicherlich nicht die gleiche Vorgeschichte haben,
und da es bei Annahme relativer Variabilitit der Einzelgebilde je nach
der Vorgeschichte auch ungereimt wire anzunehmen, dall die Masse bzw.
Eigenfrequenzen der ecinzelnen Atome desselben Elementes jemals ein-
ander gleich gewesen wiiren.

In endlicher Ausdehnung sind die zeitriumlichen Gebiete im
allgemeinen nicht galileisch, so dal sich das Gravitationsfeld durch
keine Koordinatenwahl fiir endliche Gebiete fortschaffen laBt. s gibt
also auch keine Koordinatenwahl, fir welche in endlichen Gebieten die
metrischen Verhiiltnisse der speziellen Relativititstheorie obwalten,
Immer aber besteht zu zwei benachbarten Punkten des Kontinuums
(Ereignissen) die obige Invariante ds. Diese lifit sich aber in beliebigen
Koordinaten ausdriicken. Beriicksichtigt man, daf sich die lokalen d X,
linear durch die Koordinatendifferentiale dz, ausdricken lassen milssen,
so erhilt man ds? in der Form

det—=pusdziday o ol v (65)

Die Funktionen Juv beschreiben in bezug auf das gewihlte willkiir-
liche Koordinatensystem sowohl die metrischen Verhiltnisse im raumzeit-
lichen Kontinuum als auch das Gravitationsfeld. Wie in der speziellen
Relativititstheorie hat man zeitartige und raumartige Linienelemente



Allgemeine
Tensoren-
theorie.
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im vierdimensionalen Kontinuum zu unterscheiden, bei der von uns
bevorzugten Zeichenwahl haben zeitartige Linienelemente reelles, raum-
artige imaginiires ds. -~ Zeitartige ds konnen unmittelbar durch eine
passend gewihlte Einheitsubr gemessen werden,

Nach dem Gesagten ist es klar, dab die Formulierung der all-
gemeinen Relativititstheorie eine Verallgemeinerung der Invarianten-
und Tensorentheorie zur Voraussetzung hat; man fragt nach dem Ban
derjenigen Gleichungen, welche beziiglich beliebiger Punkttrdnsforma-
tionen kovariant sind. Der so verallgemeinerte Tensorkalkiil wurde
von den Mathematikern lange vor der Relativititstheorie entwickelt.
Zuerst dehnte Riemann den GauBschen Gedankengang auf Kontinua
beliebiger Dimensionszahl aus; er hat die physikalische Bedeutung dieser
Verallgemeinerung der Geometrie Euklids mit prophetischem Blick
vorausgesehen. Dann folgte der Ausbau der Theorie in Form des Tensor-
kalkils insbesondere durch Ricei und Levi-Civita. Eine kurze
Darlegung der wichtigsten hierher gehorigen mathematischen Begriffe
und Operationen mége hier Platz finden.

Wieder bezeichnen wir vier (als Funktionen der z, in bezug anf
jedes Koordinatensystem definierte) Grofen als Komponenten A¥ eineg
(kontravarianten) Vektors, wenn sie sich bei Koordinateninderung trans-
formieren wie die Koordinatendifferentiale dz,. Es gilt also

oz,
A-"':—_—-“‘A”... ........ ana
7, (56)
Auler diesen kontravarianten Vektoren gibt es aber auch kovariante,

Sind B, die Komponenten eines kovarianten Vektors, so soll die Trans-
formationsregel gelten

M’B.............(s?)

ozL "
Die Definition des kovarianten Vektors ist so gewihlf, dab er zusammen
mit einem kontravarianten einen Skalar bilden kann nach dem Schema

12—

@ = B, A¥ (iiber ¥ summiert).
Es ist namlich
| 024 Oz

Iﬂ: @ “.
o0t 5o, DaA? = Bt

By A =

Speziell sind die Ableitungen g- eines Skalars ¢ Komponenten eines

kovarianten Vektors, der mit den Koordinatendifferentialen den Skalar
o9
01,
Definition des kovarianten Vektors.

Auch hier gibt es Tensoren von beliebigem Range, die beziiglich
jedes Index kovarianten oder kontravarianten Charakters sein kénnen,
welcher Charakter wie bei Vektoren durch die Stellung des Index be-

dz, bildet; man erkennt an diesem Beispiel die Natirlichkeit der
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zeichnet wird. So bezeichnet beispielsweise A, einen Tensor zweiten
Ranges, der beziiglich des Index g kovarianten, beziiglich des Index »
kontravarianten Charakters ist. Der Tensorcharakter bedeutet das Be-
stehen der Transformationsgleichung
ks azu 89:;. B
RIN= 0y Dup <
Tensorbildung durch Addition und Subfraktion von Tensoren
gleichen Ranges und gleichen Charakters wie bei der Invariantentheorie
der orthogonalen linearen Substitutionen, z. B.
v L T L S e (59)
Beweis des Tensorcharakters von € auf Grund von (58).
Tensorbildung durch Multiplikation unter Wabirung der Charak-
tere der Indizes ebenfalls wie bei der Invariantentheorie der linearen
orthogonalen Transformationen. Beispiel: :
; Ay 'Boe — e i e Wk i (60)
Der Beweis flielt direkt aus dem Transformationsgesetz.
Tensorbildung durch Verjiingung beziglich zweier Indizes von
verschiedenem Charakter. Beispiel:

F AP S e P LT (61)

............ (58)

Der Tensorcharakter von Ay 4. bedingt den Tensorcharakter von
Bs;.. Beweis:
0%a 0, 0% 03¢ p _ 02 Om .
0z, 0% Oy Ox: ooy oxL TR

ast —

M —=a
Anar —

Auch hier hat die Symmetrie- und Antisymmetrie-Eigenschaft eines
Tensors beziiglich zweier Indizes vom gleichen Charakter invariante

Bedeutung.
Damit ist alles Wesentliche iiber die algebraischen Eigenschaften

der Tensoren gesagt.

Der Fundamentaltensor. Aus der Invarianz von ds® bei belie-
biger Wahl der dz, im Zusammenhang mit der mit (55) vertriglichen
Symmetriebedingung folgt, daB die g,, Komponenten eines symmetrischen
kovarianten Tensors sind (Fundamentaltensor). Man denke sich nun
die Determinante g der g,, gebildet, auflerdem die durch g dividierten,
zu den einzelnen g,, gehorigen Unterdeterminanten g#* gebildet, deren
Kovarianzcharakter zuniichst noch unbekannt ist. Dann ist

Gua 9% = 8% (=1 baw. = 0, je nachdem & = f§ oder & == f). . (62)
Bildet man die unendlich kleinen GroSen (kovariante Vektoren)
IR W L R ey (68)
multipliziert mit g## und addiert iber &, so erhilt man mit Ricksicht
uf
R L o IR (64)
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Da die Verhiltnisse der d§, frei wihlbar und die dzg sowie die df,
Vektorkomponenten sind, so folgt daraus, dafl die g## Komponenten eines
kontravarianten Tensors sind1) (kontravarianter Fundamentaltensor).
Hieraus folgt vermége (62) auch der Tensorcharakter von 0% (gemischter
Fundamentaltensor). Vermittelst des Fundamentaltensors kann man
gtatt Tensoren mit kovariantem Indexcharakter solche mit kontra-
variantem Indexcharakter einfithren und umgekehrt. Beispiele:

Al = gl A,
Ay = guaA®
T; = _q“".Tlu,..

Voluminvariante. Das Volumelement Idx, dzgdagde, — dx
ist keine Invariante. Denn es ist nach dem Jacobischen Satze

dx; |
de' = Eﬁ[ i e S (65)

Man kann aber dx zu einer Invariante ergénzen. Bildet man namlich
die Determinante der Griflen

so erhilt man nach zweimaliger Anwendung des Multiplikationssatzes
der Determinanten

SIS, _;azv’- ;_ax.;-'_i

0 = lgvl = |gar| “lour| = |5, | &

Hieraus folgt die Invariante

Bildung von Tensoren durch Differenzieren. Erwiesen sich
die algebraischen Operationen zur Tensorbildung ihnlich einfach als bei
dem Spezialfall der Invarianz gegeniiber linearen orthogonalen Trans-
formationen, so sind im allgemeinen Falle die invarianten Differential-
operationen leider betrichtlich komplizierter. Es liegt dies an folgendem.
Ist A% ein kontravarianter Vektor, so sind dessen Transformations-

.

T
0%y
formation eine lineare ist. Dann transformieren sich die Vektorkompo-

koeffizienten

nur dann vom Orte unabhiingig, wenn die Trans-

.

1) Multipliziert man (64) mit :—;-;:. summiert @ber § und ersetzt die d &y,
durch Transformation auf das gestrichene System, so erhilt man da)
__ Oxy da,
" Ouu Ozp
zeitig du), = ¢°% d§, gelten mull, und zwar beide Gleichungen fiir jede
Wahl der d 5.

grbdg,. Hieraus folgt die Bebauptung, da nach (84) gleich-
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A
nenten A" - 7 d2e in einem benachbarten Punkte wie die A# selbst,
(73

woraus dann der Vektorcharakter des Vektordifferentials und der Tensor-

" *
charakter von a:— folgt. Sind aber die r variabel, so gilt dies

0 v
nicht mehr.

Dal es jedoch auch im allgemeinen Falle invariante Differential-
operationen an Tensoren gibt, erkennt man am befriedigendsten auf
folgendem zuerst von Levi-Civita und Weyl eingeschlagenen Wege,
Es sei (A*) kontravarianter Vektor, dessen Komponenten in bezug auf
das Koordinatensystem der z, gegeben seien. P, und P, seien zwei
infinitesimal benachbarte Punkte des Kontinuums. Fiir die infinitesi-
male Umgebung des Punktes P; gibt es nach unseren Betrachtungen
Koordinatensysteme der X,, fiir welche sich das Kontinuum euklidisch
verhilt (bei imaginirer X,-Koordinate). Seien Af}, die Komponenten des
Vektors im Punkte P,. Denke ich mir im Punkte P, unter Benutzung
des Lokalsystems der X, einen Vektor mit denselben Koordinaten ab-
getragen (Parallelvektor durch Py), so ist dieser Parallelvektor eindeutig
bestimmt durch den Vektor im Punkte P, und die Verschiebung. Wir
nennen diese Operation, deren Eindeutigkeit aus dem Folgenden hervor-
gehen wird, die Parallelverschiebung des Vektors 4% von P; nach dem
infinitesimal benachbarten P,. Bilden wir die vektorielle Differenz des
Vektors (4%) im Punkte P, und des durch Parallelverschiebung aus
P, in P, erhaltenen Vektors, so erhalten wir einen Vektor, der als Diffe-
rential des Vektors (4#) fiir die gegebene Verschiebung (dw,) aufgefalt
werden kann.

Diese Vektorverschiebung libt sich natiirlich auch vom Koordinaten-
system der z, aus betrachten. Sind A” die Koordinaten des Vektors in
Py, A+ 8 A” die Koordinaten des iiber die Strecke (d,) nach P, parallel
verschobenen Vektors, so verschwinden in diesem Falle die 0 4¥ nicht.
Von diesen Grofen (die nicht Vektorcharakter haben) wissen wir, daf
sie linear und homogen von den dz, und von den A” abhiingen miissen.
Wir setzen demgemill an

Ot == = Lo d®8za' « v i s (67)

Ferner 1ilt sich aussagen, dal die Iy in bezug auf die Indizes
und f} symmetrisch sein miissen. Denn aus der Veranschaulichung mit
Hilfe des euklidischen Lokalkoordinatensystems lift sich entnehmen,
dall bei Verschiebung eines Elementes d¥z, lings eines zweiten Ele-
mentes d®z, dasselbe Parallelogramm beschrieben wird, wie bei einer
Verschiebung von d®z, lings dVg,. Es mub nimlich sein:

Az, + (dV 2, — [l pdW g, dDxs) = WOz, + (AP 2y — [tz d®z, dDzp),

woraus nach Vertauschung der Summationsindizes o: und f auf der
rechten Seite die Behauptung folgt.



Da die Gréflen gy, alle metrischen Eigenschaften des Kontinuums

Bastimmen, miissen sie auch die Grolen I""..p bestimmen. Betrachtet man
die Invariante des Vektors A", nimlich das Quadrat seines Betrages

Guwr Ar Avl

welcher eine Invariante ist, so darf sich diese hei Parallelverschiebung
des Vektors nicht indern, Man hat also:

0i= 0 (guv AR AY) — %g:—t At AYdz, 4 gy AR AY - g, 470 AR,
oder nach (67)

(%g:: — Gup } g MG E vp Pff‘. ) ArAYdr, = 0.

Bei der Symmetrie des Klammerausdruckes beziiglich der Indizes
g und v kann diese Gleichung bei beliebiger Wahl der Vektoren (A#)
und (d,) nur dann gelten, wenn die Klammer fiir alle Indexkombinationen
verschwindet, Durch zyklische Vertauschung der Indizes u, v, & erhalt
man so im ganzen drei Gleichungen, aus denen man mit Riicksicht auf

die Symmetrieeigenschaft der I, erhilt:

[":] S _qu,.grﬁp ............. (83)
wobei nach Christoffel die Abkiirzung eingefithrt ist
» aqur aqvu ag v)
ool (7 10" W i AR ool Ly e i 1T

Multipliziert man (68) mit g*” und addiert iiber &, so erhiilt man

# 0 (7 o

W _ 1.0 [ Cna Jva A e
Bho=duer (G 4 2t -l o )
wobei [".;] die Christoffelschen Symbole zweiter Art sind. Damit
sind die GroBen I aus den g,, abgeleitet. Die Gleichungen (67) und
(70) bilden das Fundament fir die folgenden Uberlegungen.

Erweiterung der Tensoren. Ist (A" } dA*) der von P, nach
Py infinitesimal parallel verschobene Vektor, (4* + d A*) der Vektor (A4*)
im Punkte P, so ist die Differenz dieser beiden

dA# — d A* — (i:ﬁ 4 r&fu A“) dzs

ebenfalls ein Vektor. Da dies bei beliebiger Wahl der dxs der Fall
ist, so ist
HEHE Y. L

i 0%k

ein Tensor, den wir als die Erweiterung des Tensors ersten Ranges
(Vektors) bezeichnen. Durch Verjiingen dieses Tensors erhilt man die

P L = N R L e (71)
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Divergenz des kontravarianten Tensors A% Dabei hat man zu beriick-
sichtigen, dab gemdl (70)

005 1 2Yy
= 1 gou ~JO0& __ ol & A s P
we =1 i Vy 32, (72)
Setzt man ferner
Sl o 1P A S S St gt (73)

welche GroBe wir mit Weyl als kontravariante Tensordichte?!) ersten
Ranges bezeichnen, so folgt, dal
oA

oz,

9 =

.............. (74)
eine skalare Dichte ist,

Wir erhalten das Gesetz der Parallelverschiebung fir den ko-
varianten Vektor B, indem wir festsetzen, diese soll so vorgenommen
werden, dall bei dem Akt der Parallelverschiebung der Skalar

@ = A“B,
ungeiindert bleibt, daB also
A"0 B, + B, 5 Ax
bei jeder Wahl yon (4") verschwindet. Man erhiilt so
0By == Fpoedelty - s uhidis s s (75)

Hieraus ergibt sich fiir die Erweiterung des kovarianten Vektors
auf demselben Wege, der zu (71) gefiihrt hat,

0 p
Bp;n‘ = 6‘5’, == I#gﬂa .......... (78)

Durch Vertauschung der Indizes # und 6 und Subtraktion erhilt man
den antisymmetrischen Tensor

0B, (]
QPus = - it 5;::_: ........... (77)

Die Erweiterung von Tensoren zweiten und héheren Ranges findet
man nach dem Verfahren, nach welchem (75) abgeleitet ist. Sei z B.
(4s+) ein kovarianter Tensor zweiten Ranges. Dann ist A,, B F'* ein
Skalar, wenn E und F' Vektoren sind. Dieser Ausdruck darf durch die
d-Verschiebung nicht geiindert werden; formuliert man dies, so erhilt
man mit Benutzung von (67) d A4, und daraus die gesuchte Erweiternng

0Aqe

Ays, o= b5 — Todur—Tiphoa. . . . .. (78)

') Dieser Ausdruck rechtfertigt sich dadurch, daB A" Jgdae = W dz
Tensorcharakter hat. Jeder Tensor verwandelt sich durch Multiplizieren mit

V7 in eine Tensordichte. Wir verwenden fiir Tensordichten grofe gotische
Buchstaben. i
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Damit das allgemeine Bildungsgesetz der Erweiterung der Tensoren
klar heraustrete, seien noch zwei analog ableitbare Erweiterungen hin-

geschrieben: B AT =
Ao = .é}." Sl s 4 Bl e v s €10
e
A%, = a’ai; s o ® 4 T oA 00w (80)

Das allgemeine Bildungsgesetz springt in die Augen. Wir leiten aus
diesen Formeln einige andere ab, welche fir die physikalische Anwendung
der Theorie von Interesse sind.

Fiir den Fall, daf A, . antisymmetrisch ist, folgt durch zyklische
Vertauschung und Addition der in allen Indexpaaren antisymmetrische
Tensor Y B_ALQ Y

Aovai= 0wy s A (81)

Setzt man in (78) fir A,, den Fundamentaltensor gs, ein, so ver-
schwindet die rechte Seite identisch; analoges gilt fiir (80) beziiglich g7+,
d. h. die Erweiterungen des Fundamentaltensors verschwinden. Daf
dies so sein muB, erkennt man im lokalen Koordinatensystem unmittelbar.,

Fiir den Fall, dab A°* antisymmetrisch ist, erhilt man aus (80)
durch Verjiingung nach 7 und ¢

Im allgemeinen Fall folgen aus (79) und (80) durch Verjﬁngung
nach 7 und ¢ die Gleichungen

As e
91‘,—_—?37:—1””91*?,..,. ....... (83)
> G
YT — aﬁi“— e Pl s B e (84)

Der Riemannsche Tensor., Ist eine vom Punkte I’ des Konti-
nuums nach dem Punkte (+ reichende Kurve gegeben, so kann man einen
in P gegebenen Vektor A* lings der gegebenen Kurve parallel bis G
verschieben. Ist das Kontinuum ein euklidisches (allgemeiner: sind bei
passender Koordinatenwahl die g,, konstant), so hingt der als Resultat
dieser Verschiebung in @ erhaltene Vektor nicht ab von der Wahl
der P und G verbindenden Kurve. Sonst aber hingt das Ergebnis vom
Verschiebungswege ab. In diesem Falle erleidet ein Vektor also dadurch
eine Veriinderung A A" (seiner Richtung, nicht seiner GroBe), daB er von
einem Punkte P einer geschlossenen Kurve aus lings der Kurve nach P
guriickgefithrt wird. Diese Vektorinderung

A A — j_EiAﬂ
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wollen wir berechnen. Ahnlich wie bei dem Satz von Stokes iiber das
Linienintegral eines Vektors iiber eine geschlossene Kurve it sich das
Problem reduzieren auf das der Integration iiber eine geschlossene Kurve
mit unendlich kleinen Lineardimensionen; auf diesen Fall beschriinken
wir uns.

Man hat zuniichst nach (67)
A4 = — [Tl A" dzp.
L]

Dabei ist ['{; der Wert dieser Grofe in dem variabeln Punkte &
der Integrationsbahn. Setzt man & — (2,)¢ — (2,)p und bezeichnet

man den Wert von I'jg in P mit I'f3, so hat man

Fig. 4.
geniigend genau =

s in

I =Tl 4 daj;,ﬂ & a
Ferner bedeutet 4« den Wert, welcher aus A% '

durch Parallelverschiebung lings der Kurve von I’

bis G wird. Es ist nun aus (67) leicht zu be- P

weisen, dal A, — A, von der ersten Ordnung

unendlich klein ist, wihrend der Wert von 4 A4* fiir eine Kurve von
unendlich kleinen Abmessungen erster Ordnung unendlich klein von
zweiter Ordnung ist. Deshalb begeht man einen Fehler nur von zweiter
Ordnung, wenn man setzt

A = 'JF — }f,f?-
Setzt man diese Werte fiir F,i'ﬁ und A” in das Integral ein, so
erhilt man bei Beschrinkung auf unendlich Kleines zweiter Ordnung

oIy, ‘
oo I r,f;) A° [g“dg-‘. L Tagh
0
Die aus dem Integral herausgezogenen Grofien beziehen sich auf den
Punkt P. Zieht man vom Integranden }d (e £) ab, so erhilt man
i €eals —ppage).
1]

Dieser antisymmetrische Tensor zweiten Ranges f“# charakterisiert das
durch die Linie gelegte Flachenelement nach Grofie und Lage. Wire die
KlammergriBe in (85) antisymmetrisch in den Indizes & und B, so kénnte
man aus (85) deren Tensorcharakter schliefen. Man kann digs herbei-
fithren, indem man die Summationsindizes & und f in (85) vertauscht
und die so entstehende Gleichung zu (85) addiert. Man erhilt

A.A*":—(

QDA RS RUATETE  a (86)
wobei or" o™
Roag ==~ T}xi; =}? "'3:!:.9 + Mo Iy — I}y I8, . . (87)

Binstein, Vier Vorlesungen. 4
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Aus (86) folgt nun der Tensorcharakter von Rf.p; es ist der
Riemannsche Kriimmungstensor vom vierten Range, auf dessen
Symmetrieeigenschaften wir nicht einzugehen brauchen. Sein Ver-
schwinden ist die hinreichende Bedingung dafiir, dal das Kontinuum
(abgesehen von den Realitatseigenschaften der zu withlenden Koordinaten)
ein euklidisches ist.

Durch Verjingung des Riemannschen Tensors nach den Indizes uf
erhiilt man den symmetrischen Tensor zweiten Ranges

ﬁr :v @ B a r': a
ke + Dup Ty + oz,
Die letzten beiden Glieder verschwinden, wenn das Koordinatensystem
so gewihlt wird, dal g = konst. Aus R,, kann man den Skalar

T g e i (89)

R‘;v = IS r;vrcfﬁ +oe. (88)

bilden.

Geradeste (geoditische) Linie. Man kann eine Linie kon-
struieren, deren aufeinanderfolgende Elemente durch Parallelverschiebung
auseinander hervorgehen (geradeste Linie). Es ist dies die natirliche
Verallgemeinerung der Geraden der euklidischen Geometrie. Fiir eine

solche Linie gilt
dz, dx
5(Ge) = — Tta G da

2
Die linke Seite ist durch dd;‘"-ds zu ersetzen!), so dall man hat

Az, w e dxg
T Coha e o e i i

Dieselbe Linie erhilt man, wenn man diejenige Linie bildet, welche das

Integral
ik Ids oder IVg,,vdxpd;v..

zwischen zwei Punkten zu einem Extremum macht (geoditische Linie).

1) Der Richtungsvektor in dem benachbarten Kurvenpunkte entsteht
durch Parallelverschiebung um das Linienelement (dap) aus dem Richtungs-
vektor jedes betrachteten Punktes.




Vierte Vorlesung.

Allgemeine Relativitétstheorie (Fortsetzung).

Wir sind nun im Besitze der mathematischen Hilfsmittel zur
Formulierung der Gesetze der allgemeinen Relativititstheorie. Es soll
fir diese Darstellung nicht systematische Geschlossenheit erstrebt werden,
sondern die einzelnen Resultate und Moglichkeiten sollen schrittweise
aus dem Bekannten und auseinander entwickelt worden. Eine derartige
Darstellung ist die dem provisorischen Stand unserer Kenntnisse am
besten angemessene.

Die Bewegung eines materiellen Punktes, auf welchen keine Krifte
wirken, ist nach dem Trigheitsprinzip eine geradlinig-gleichformige.
Im vierdimensionalen Kontinuum der speziellen Relativititstheorie (mit
reeller Zeitkoordinate) ist dies eine reelle gerade Linie. Die natiirliche,
d. h. einfachste Verallgemeinerung der geraden Linie, welche in dem
Begriffssystem der allgemeinen (Riemann schen) Invariantentheorie
sinnvoll ist, ist die geradeste (geodatische) Linie. Wir werden demgemil
im Sinne des z"iquivalenzprinzips anzunehmen haben, daB die Bewegung
des materiellen Punktes unter der alleinigen Einwirkung der Trigheit
und Gravitation durch die Gleichung

@y | pw 0% dzg
dp + Tue T e B V)

beschrieben sei. In der Tat geht diese Gleichung in die der Geraden

iiber, wenn die Komponenten Ffﬂ des Gravitationsfeldes alle verschwinden,

Wie hiingt diese Gleichung mit Newtons Bewegungsgleichung
zusammen? Nach der speziellen Relativititstheorie haben beziiglich eines
Inertialsystems (bei reeller Zeitkoordinate und geeigneter Wahl des
Vorzeichens von ds?) die Juv sowie die g#* die Werte

—1 0 0 0
0 =1 0 0
0 0 —1 0
0 0 ] 1

a2
Die Bewegungsgleichung wird dann d:: = 0. Wir wollen dies die

»1. Niherung® fiir das g,,-Feld nennen. Bei Niherungsbetrachtungen
4%



ist es wie in der speziellen Relativititstheorie oft praktisch, sich einer
imaginiren z,-Koordinate zu bedienen, da dann die g, ,in erster Naherung

die Werte
e g g 50

0 —1 0 0
0 =1 0
0 0 =l

annehmen, welche in die Beziehung

.ao.-(!’)lﬂ)

Ppy = == O
zusammengezogen werden kénnen. In zweiter Naherung haben wir
dann zn setzen
Juy — — ﬂp,. + 7T e S R LR S (92)

wobei die 9, als klein von der ersten Ordnung anzusehen sind.

Beide Glieder unserer Bewegungsgleichung sind dann klein von
der ersten Ordnung. Vernachlissigt man Glieder, die relativ zu diesen
klein erster Ordnung sind, so hat man zu setzen

dep = —S}dzd = a1 =g . ounnn.. (93)
Ay T N g 1 ol ?&#_3?«#*?_?ﬁe)
Fap = — dya [ "] =i "'] ST (az,, Dws e (94)

Wir fithren nun noch eine Niherungsbetrachtung in einem zweiten
Sinne durch. Die Geschwindigkeit des Massenpunktes sei sehr klein
gegen die Lichtgeschwindigkeit. Dann wird ds mit dem Zeitdifferential d1
{{;?—, %, ‘—i:;a gegen ‘—;‘? Ferner wollen
wir annehmen, dall das Gravitationsfeld von der Zeit so schwach ab-
hinge, daf die Ableitungen der 9,, nach z, vernachlissigt werden
diirfen. Dann reduziert sich die Bewegungsgleichung (fiiru =1, 2, 3) auf

identisch. Ferner verschwinden

d"].‘.lfﬂ o 5 0 (?“)

= =l e SRR (90a)
Diese Gleichung ist mit Newtons Bewegungsgleichung eines Punktes
im Schwerefeld in der Tat identisch, wenn man — ?; mit dem Potential

der Schwerkraft identifiziert; ob wir das dirfen, hingt natirlich von
den Feldgleichungen der Gravitation ab, d. h. davon, ob diese Grofle in
erster Nitherung demselben Feldgesetz geniigt wie das Potential der
Gravitation in Newtons Theorie. Ein Blick auf (90) und (90a) zeigt,
dall die I':f‘l,, die Rolle der Feldstirke des Gravitationsfeldes spielen.
Diese Grolien haben nicht Tensorcharakter.

Die Gleichung (90) driickt den Einflub von Trigheit und Grayi-
tation auf den materiellen Punkt aus. Die Einheit von Trigheit und
Gravitation driickt sich formal dadurch aus, dal wohl die ganze linke
Seite von (90) Tensorcharakter hat (in bezug auf beliebige Koordinaten
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transformationen), nicht aber die beiden Glieder einzeln genommen, von
denen man in Analogie zu den Newtonschen Gleichungen das erste
als Ausdruck der Trigheit, das zweite als Ausdruck der Gravitationskraft
zu betrachten hitte.

Das nichste Ziel, dem wir zustreben miissen, ist das Feldgesetz
der Gravitation. Dabei mulB uns die Poissonsche Gleichung der
Newtonschen Theorie

Adg —= 4w Ko

zum Muster dienen. Dieser Gleichung liegt der Gedanke zugrunde, daf
das Gravitationsfeld durch die Dichte ¢ der ponderabeln Materie erregt
wird. So wird es auch in der allgemeinen Relativititstheorie sein
miissen. Die Untersuchungen der speziellen Relativititstheorie haben
uns aber gezeigt, dafl an die Stelle des Skalars der Massendichte der
Tensor der Energiedichte zu treten hat. In diesem ist nicht nur der
Tensor der Energie der ponderabeln Materie, sondern auch der der
elektromagnetischen Energie enthalten. Wir haben sogar gesehen, daf
unter dem Gesichtspunkte einer tieferen Analyse der Energietensor der
Materie nur als ein vorliufiges, wenig tiefgreifendes Darstellungsmittel
fir die Materie anzusehen ist. In Wahrheit besteht ja die Materie aus
elektrischen Elementarteilchen und ist selbst als Teil, ja als der Haupt-
teil des elektromagnetischen Feldes anzusehen. Nur der Umstand, daB
die wahren Gesetze des elektromagnetischen Feldes fiir sehr intensive
Felder noch nicht hinreichend bekannt sind, zwingt uns vorliufig dazu,
die wahre Struktur dieses Tensors bei der Darstellung der Theorie
unbestimmt zu lassen. Von diesem Gesichtspunkt aus ist es heute das
Gegebene, einen Tensor T),, zweiten Ranges einzufiihren von vorliufig
unbekannter Struktur, welcher die Energiedichte des elektromagnetischen
Feldes und der sogenannten ponderabeln Materie einstweilen zusammen-
falt; wir wollen ihn im folgenden als ,Energietensor der Materie“ be-
zeichnen.

Gemil unseren fritheren Resultaten driickt sich der Impuls- und
Energiesatz dadurch aus, daf die Divergenz dieses Tensors verschwindet
[Gleichung (474a)]. Die dieser Gleichung entsprechende allgemein kovariante
Gleichung werden wir auch in der allgemeinen Relativititstheorie als
giltig anzusehen haben. Bezeichnet also (7)) den kovarianten Energie-
tensor der Materie, T, die zugehorige gemischte Tensordichte, so haben
wir gemil (83) zu fordern, dal
ROy
T

sei. s ist zu bedenken, dal es auBer der Energiedichte der Materie
auch eine Energiedichte des Gravitationsfeldes geben muf, so daB von
einem Erhaltungssatz fiir die Energie (bzw. des Impulses) der Materie
allein nicht die Rede sein kann. Mathematisch driickt sich dies durch
die Existenz des zweiten Gliedes in (95) aus, welches bewirkt, dal

0

s LG s s s b (95)
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aus (95) nicht die Existenz einer Integralgleichung von der Form der
Gleichung (49) geschlossen werden kann. Das Gravitationsfeld iber-
trigt Energie und Impuls auf die ,Materie“, was durch das zweite
Glied in (95) ausgedriickt wird.

Wenn es ein Analogon der Poissonschen Gleichung in der all-
gemeinen Relativititstheorie gibt, so muB dies eine Tensorgleichung fiir
den Tensor g,, des Gravitationspotentials sein, auf deren rechter Seite
der Energietensor der Materie figuriert. Auf der linken Seite der
Gleichung mul ein Differentialtensor aus den g¢,, stehen. Diesen
Differentialtensor gilt es zu finden. Er ist vollig bestimmt durch
folgende drei Bedingungen:

1. Er soll keine hoheren als zweite Differentialquotienten der Juw

enthalten.

2. Er soll in diesem zweiten Differentialquotienten linear sein.

3. Seine Divergenz soll identisch verschwinden.

Die ersten beiden dieser Bedingungen sind natiirlich der Poisson-
schen Gleichung entnommen, Da sich mathematisch erweisen 1iBt, daf
alle derartigen Differentialtensoren algebraisch (d. h. ohne Differentiation)

aus dem Riemannschen sich bilden lassen, so mul jener Tensor von
der Form sein

R,m- + % Guv Rr

wobei R,, und R durch (88) bzw. (89) definiert sind. Es laBt sich
ferner beweisen, dall die dritte Bedingung verlangt, daf ¢ den Wert — 3
erhillt. So ergibt sich als Feldgesetz der Gravitation die Gleichung

RS ey EU ) Sl P (96)

welche Gleichung die Gleichung (95) zur Folge hat. Hierbei bedeutet 3

eine Konstante, welche mit der Gravitationskonstante der Ne wtonschen
Theorie zusammenhingt,

Ich will im folgenden die physikalisch interessanten Gesichtspunkte
der Theorie aufzeigen, unter Verwendung eines Minimums subtilerer
mathematischer Methoden. Zuerst mub gezeigt werden, daf die Diver-

genz der linken Seite wirklich verschwindet. Der Energiesatz der
Materie lautet gemaf (83)

wobei &'
E: e ngg"" V__,g

bedeutet. Die analoge Operation mu — auf die linke Seite von (96)
angewendet — zu einer Identitit fihren,

In der Umgebung eines jeden Weltpunktes gibt es Koordinaten-
systeme, fir welche (bei imagindrer z,-Koordinate) in dem be-

e L ol



trachteten Punkte g., = ¢/** = —-5#,.{=' 1 bzw. = 0, je nachdem
@ = v oder & == v) und die ersten Ableitungen der g,, und g"" ver-
schwinden. Fiir diesen Punkt wollen wir das Verschwinden der Diver-
genz der linken Seite verifizieren. In ihm verschwinden die Kompo-
nenten I;z so daB wir nur das Verschwinden von

o [V =00 (Ruv— 00 B)]

zu beweisen haben. Beim Einsetzen von (88) und (70) in diesen Aus-
druck sieht man, daB nur jene Glieder iibrigbleiben, in welchen dritte
Ableitungen der g, auftreten. Da die g,, durch — d,, zu ersetzen
sind, so erhilt man nunmehr nur wenige Glieder, von denen man leicht
sieht, dal sie einander aufheben. Da die gebildete Grofe Tensor-
charakter hat, so ist ihr Verschwinden damit auch fiir jedes andere
Koordinatensystem bewiesen, natiirlich auch fiir jeden (vierdimensionalen)
Punkt, Der Energiesatz der Materie (97) ist also eine mathematische
Folge der Feldgleichungen (96).

Um nun zu erfahren, ob die Gleichungen (96) mit der Erfahrung
vereinbar sind, miissen wir vor allem nachsehen, ob sie in erster Niihe-
rung zur Newtonschen Theorie fithren. Zu diesem Zweck haben wir
diese Gleichungen nach mehreren Gesichtspunkten durch Niherungen
zu ergetzen. Wir wissen schon, dall in Gebieten von grofier Ausdehnung
(Planetensystem) mit gewisser Niherung die euklidische Geometrie und
das Gesetz der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit gelten. Dies kommt,
wenn wir wie in der speziellen Relativititstheorie die vierte Koordinate
imaginir nehmen, darauf hinaus, dab wir setzen

Guov == —Opn = Waw sr A 2 ' e wiioe v s (98)

wobei die p,, gegen 1 so klein sind, da wir hohere Potenzen der p,,
(und ihrer Ableitungen) vernachlissigen kénnen. Tun wir dies, so
erfahren wir zwar nichts iiber die Struktur des Gravitationsfeldes bzw.
des metrischen Raumes in kosmischen Dimensionen, wohl aber iiber den
Einfluff der nahen Massen auf die physikalischen Erscheinungen.

Bevor wir diese Niherung durchfihren, formen wir (96) um.
Multipliziert man (96) mit ¢#” (und summiert iiber w und ¥), so erhalt
man mit Ricksicht auf die aus der Definition der g#” folgende Relation

Gur @’ = 4
die Gleichung
R = xg"¥ Ty, — n1.

Setzt man diesen Wert von R in (96) ein, so erhilt man

Ry = —a(Tuy—30ay T= —%T% ... . . . (98a)

Geuliherte
Losung der
Feld-
gleichungen,



Beziehung
zuNewtons
Theorie.

e
Die Durchfithrung der genannten Niherung ergibt fiir die linke Seite

g (Eu_}i_ + 0%u0%y 0%y0%a 0%,0Za
Lo | 1D (0rie) | 10 (D)
2 922 ' 20z, \ 0% 2 9z, \ 0%a )’

wobei gesetzt ist

oder

Yy = Vuv—3VoaOuy + o v oo u .. .. (99)
Wir miissen nun beachten, daf die Gleichung (96) fir beliebige
Koordinatensysteme gilt. Wir haben das Koordinatensystem bereits
spezialisiert, indem wir dasselbe so wihlten, daB innerhalb des be-
trachteten Gebietes die g,, von den konstanten Werten — 0,y nur
unendlich wenig abweichen. Diese Bedingung bleibt aber bei einer
beliebigen infinitesimalen Koordinatentransformation bestehen, so daf
wir die ¥, noch vier willkiirlichen Relationen unterwerfen diirfen, die
nur nicht gegen die Bedingung der GroSenordnung der Yuy verstoben
diirfen. Wir verlangen nun, daf das Koordinatensystem so gewiihlt
werde, daf die vier Relationen

0 — O¥uv _ OYuy _ 10p60

Day . Omy T Omg e anlr00)
gelten. Dann nimmt (96a) die Form an
2
%%1 o e N (961)

Diese Gleichungen lassen sich in der aus der Elektrodynamik bekannten
Weise durch retardierte Potentiale auflosen; man erhilt in leicht ver-
stindlicher Schreibweise

STy 3‘_ L:»(qu._yn, Zoy b= f]
e 2

¥y - . . . .(101)

Um nun zu sehen, in welchem Sinne die Theorie die Newtonsche
enthilt, miissen wir den Energictensor der Materie genauer betrachten,
Phinomenologisch betrachtet, setzt er sich aus dem Energietensor des
elektromagnetischen Feldes und dem der Materie im engeren Sinne zu-
sammen. Betrachtet man die verschiedenen Bestandteile des En ergietensorg
ihrer Girofle nach, so folgt aus den Ergebnissen der speziellen Relativitits-
theorie, dab der Beitrag des. elektromagnetischen Feldes praktisch ver-
schwindet neben dem Einflub der ponderablen Energie. In unserem
Malsystem ist die Energie eines Grammes Materie gleich 1, wihrend
die Energien elektrischer Felder dagegen vollig zuriicktreten, ebenso die
Deformationsenergie der Materie und selbst die chemische Energie.
Wir erhalten deshalb eine fiir unsere Zwecke vollig ausreichende Nihe-
rung, wenn wir setzen

Tny — d_:‘ff Fi_xl' l
(T e e N e (102)
ds* — gﬂvdz,‘d:c,.]
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wobei 6 die Ruhedichte, d. h., die mit Hilfe des Einheitsmafies vom
Standpunkt eines mitbewegten Galileischen Koordinatensystems ge-
messene Dichte der ponderablen Mafie im gewohnlichen Sinne bedeutet,

Ferner beachten wir, dafi wir bei der von uns getroffenen Koordinaten-
wahl nur einen kleinen relativen Fehler machen, wenn wir die Guv
durch — 0, ersetzen, so dal zu setzen ist

S b (i S A (102a)

Die bisherigen Entwicklungen gelten fiir relativ zu dem gewiihlten
quasi-Galileischen Koordinatensystem beliebig rasch bewegte feld-
erzeugende Massen. Wir haben es aber in der Astronomie mit Massen
zu tun, deren Geschwindigkeiten relativ zum benutzten Koordinaten-
system stets sehr klein sind gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit, d. h.
gegen 1 bei der von uns getroffenen Wahl des Zeitmafies. Wir gelangen
daher zu einer fiir fast alle praktischen Zwecke geniigenden Niherung,
wenn wir in (97) die retardierten Potentiale durch die gewéhnlichen (nicht
retardierten) ersetzen, und wenn wir fiir die felderzeugenden Massen setzen

de, ~ dmy  dz, de, Y—1dl —
—_— = —— == —_ = — — ¥—1. (103
RN G N i dl ¥ teaon)
Dann erhalten wir fiir 7¢” und 7', die Werte
0 0 0 0
0 0 0 0
. : A e (104)
0 0 0 —0
fiir 7' den Wert 6, und endlich fir 7}, die Werte
g !
= 500, il
G
0 2 0 0
. . > U Sl e (104a)
2
G
0 e
0 0 2
Aus (97) ergibt sich also
" Rl H g o % Idan]
[ e 8 Wil ] T e i e o
Gl ik PR 1T

x (6dV, [
Y= + 4:;:'["—0]

s

wihrend alle iibrigen ., verschwinden. Die letzte dieser Gleichungen
in Verbindung mit Gleichung (90a) enthilt Newtons Theorie der
Gravitation. Ersetzt man 1 durch ¢f, so hat man néimlich

?zy % 0 H‘ﬁd?’o |
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Hpezislle
Folgerungen
aus den
Faldglei-
chungen.
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Man sieht, dall Newtons Gravitationskonstante K mit der in unseren
Feldgleichungen auftretenden Konstante % durch die Relation

®e?

K= g .............. (105}

zusammenhiingt. Aus dem bekannten numerischen Wert fir K folgt

demnach St K 8x.6,67.10—2
A e e 1.86.10=% . . (105a)

Man sieht aus (101), dal auch in erster Niherung die Struktur des
Gravitationsfeldes von derjenigen gemill Newtons Theorie prinzipiell ab-
weicht; es liegt dies daran, daB das Gravitationspotential tensoriellen
und nicht skalaren Charakter hat. Dab sich dies nicht lingst bemerkbar
gemacht hat, kommt davon, daB in die Bewegungsgleichung des Massen-
punktes in erster Naherung ausschlieBlich die Komponente 44 eingeht.

Um nun aus unseren Resultaten das Verhalten der MaBstibe und
Uhren beurteilen zu kénnen, hat man folgendes zu beachten. Relativ
zu einem kartesischen Bezugssystem von unendlich kleinen Dimensionen
und von geeignetem Bewegungszustand (frei fallend und srotationsfrei®)
gelten nach dem Aquivalenzprinzip die MaBrelationen der euklidischen
Geometrie. Man darf dies auch noch behaupten fiir (relativ zu solchen)
hinreichend schwach beschleunigte lokale Koordinatensysteme, also auch
fir solche, welche relativ zu dem von uns gewithlten Koordinatensystem
in Ruhe sind. Fiir ein solches lokales System gilt (fiir zwei benach-
barte Punktereignisse)

A8 = —dX} —dX; —dXi+dT2 = —dS 4 d1s,

wobei dS direkt mit dem MaBstab, d T direkt mit einer relativ zum
System ruhend angeordneten Einheitsuhr gemessen ist (natiirlich ge-
messene Lingen und Zeiten). Da ds? andererseits in den fir endliche
Réume benutzten Koordinaten z, bekannt ist in der Form

ds? = guydz,dz,,

0 hat man die Moglichkeit, die Beziehung zwischen natiirlich gemessenen
Liingen und Zeiten einerseits und den zugehérigen Koordinaten- -

differenzen andererseits zu bestimmen. Setzt man gemili (102)
) 4 ast + dzdy + (1= 2 [ "),

0= (ot L[4 ke

so erhdlt man durch Spaltung dieses Ausdruckes in dem rein réumlichen
und rein zeitlichen Bestandteil mit hinreichender Naherung

e Wi gl
ViXi 4 daXi+ dX3 = (1 + stI :“)Vd:c{" + dai + da}

(106)
o x [6dV,
4T = (I_Bz,[ - )dr



g e

I 4 J i : % [6dV,

Der Einheitsmalstab hat also die Koordinatenlinge 1 — o j <P

in bezug auf das von uns gewihlte Koordinatensystem. Unsere be-
sondere Koordinatenwahl bringt es mit sich, dal diese Koordinaten-
linge nur vom Orte, nicht aber von der Richtung abhingt. Bei anderer
Koordinatenwahl wiire dies anders. Unabhingig von der Koordinaten-
wahl ist aber, dall die Lagerungsgesetze starrer Stibe nicht mit den-
jenigen der euklidischen Geometrie iibereinstimmen; d.h. man kann es
nicht durch geeignete Koordinatenwahl erreichen, dafl die den Enden
eines irgend wie gelagerten Einheitsmalistabes entsprechenden Koordinaten-
differenzen Ax,, Ax,, Axy stets die Relation Azf + dzd + Adzf = 1
erfilllen. In diesem Sinne ist der Raum kein euklidischer bzw. ein
sgekriimmter®. Aus der zweiten der obigen Relationen folgt, dafi dem
Intervall zweier Schlige der Einheitsuhr (d 7= 1) in unserem Koordinaten-

]
mal die ,Zeit* 1} éi:ij i) entspricht. Die Ganggeschwindigkeit

einer Uhr ist also desto geringer, je mehr ponderable Massen in ihrer
Nihe sind. Der Ablauf aller Vorgiinge, die einen bestimmten Eigen-
rhythmus haben, wird also durch in der Umgebung befindliche ponderable
Massen verlangsamt. So kann man schliefen, daf die Spektrallinien,
welche an der Sonnenoberfliche erzeugt werden, gegeniiber den auf der
Erde erzeugten entsprechenden eine relative Rotverschiebung um etwa
2.107° jhrer Wellenlinge erfahren miissen. Dieser wichtigen Konse-
quenz der Theorie schien anfangs die Erfahrung zu widersprechen; die
Ergebnisse der letzten Jahre machten aber die Existenz dieses Effektes
immer wahrscheinlicher, und es ist kaum mehr zu bezweifeln, daf die
nichsten Jahre seine zuverlissige Bestitigung bringen werden.

Eine weitere wichtige, der Erfahrung zugingliche Konsequenz der
Theorie betrifft den Gang der Lichtstrahlen. Relativ zu einem lokalen
Inertialsystem ist auch nach der allgemeinen Relativititstheorie die
Lichtgeschwindigkeit iiberall die gleiche (= 1 bei dem von uns ge-
wiihlten natiirlichen ZeitmaB). Das Gesetz der Lichtfortpflanzung in
allgemeinen Koordinaten ist also auch gemal der allzemeinen Relativitits-
theorie dureh die Gleichung

dd =0
charakterisiert. In der von uns untersuchten Niherung und bei der
von uns getroffenen Koordinatenwahl ist also die Lichtgeschwindigkeit
gemil (106) durch die Gleichung
(1 + %_[ @;‘-‘-) (dai 4 dzi + dag) = (1 — :T: J' 6-?") dai®
charakterisiert. Die Lichtgeschwindigkeit L ist also in unseren Koordinaten
ausgedriickt durch die Gleichung

Vazi + dzj + dai % J‘(il'o :

L= C+ e (107)

dl e | 5
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Hieraus kann der Schlul gezogen werden, dall ein in der Nihe einer
groflen Masse vorbeistreichender Lichtstrahl eine Ablenkung erfihrt.
Denken wir uns die Sonne im Anfangspunkt des Koordinatensystems
gelagert (Masse M), so wird ein in der z, — z;-Ebene im Abstand 4
parallel zur zy-Achse vorbeistreichender Lichtstrahl im ganzen die Ab-
lenkung o
[ JE— J.l —B—‘rJ

= 2y

nach der Sonne hin erleiden. Die Ausfithrung des Integrals ergibt
M

Die Existenz dieser Ablenkung, welche fiir 2/ = Sonnenradius 1,7"
betragen soll, ist bekanntlich durch #ie englische Sonnenfinsternis-
Expedition von 1919 mit bemerkenswerter Niherung bestitigt worden,
und es sind sorgfiltige Vorbereitungen getroffen, um bei der totalen
Sonnenfinsternis von 1922 noch exakteres Beobachtungsmaterial zu ge-
winnen. Es sei bemerkt, daB auch dies Ergebnis der Theorie von der
Willkiir, welche unserer Koordinatenwahl anhaftet, nicht beriihrt wird.

Hier ist der Ort fiir eine Besprechung der dritten mit der Erfah-
rung vergleichbaren Konsequenz der Theorie, welche die Perihelbewegung
des Planeten Merkur betrifft. Die sikulare Anderung der Planeten-
bahnen ist mit solcher Priizision bekannt, daf fir den Vergleich der
Theorie mit der Erfahrung die von uns bisher betrachtete Niherung
nicht mehr geniigt. Es ist vielmehr notig, auf die allgemeinen Feld-
gleichungen (96) zuriickzugehen. Ich bediente mich zur Loésung dieses
Problems der Methode sukzessiver Approximation. Seitdem ist aber das
Problem des zentral-symmetrischen statischen Gravitationsfeldes von
Schwarzschild und anderen streng gelost worden; besonders elegant
ist die Ableitung, welche H. Weyl in seinem Buche Raum-Zeit—Materie
gegeben hat. Die Rechnung kann dadurch etwas vereinfacht werden,
dal man sie nicht direkt auf Gleichung (96), sondern auf ein dieser
iiquivalentes Variationsprinzip griindet; wir deuten dieselbe nur insoweit
an, als fiir das Verstindnis der Methode notig ist.

Im Falle eines statischen Feldes mub ds® die Form haben

ds? — —do? + fdx]
dov=—= g adelbday | /TN S0 (109)
1-8
wobei die Summation auf der rechten Seite der letzten Gleichung nur

ither die riumlichen Variabeln zu erstrecken ist. Die Zentralsymmetrie
des Feldes bedingt, dafi die ., von der Form sein miissen

Yap = B8apt Aamp. . ... o ln (110)



ST TS

f* w und 1 sind hierbei Funktionen von r (= }f’;:i' + xi 4 xg’) allein.
Von diesen drei Funktionen kann wegen der a priori vollstindigen Will-
kiir des Koordinatensystems eine willkiirlich gewihlt werden; denn man
kann stets durch eine Substitution

Q=

2o = F(r)z.
erreichen, daB eine dieser drei Funktionen eine vorgegebene Funktion
von v’ wird. Man kann deshalb an Stelle von (108) ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit setzen

Yap = d}.ﬁ + ﬂ.xuxﬂ .......... (1108)

Damit sind die g,, durch die beiden GroBen 4 und [ ausgedriickt.
Diese sind dann durch Einsetzen in die Gleichungen (96) als Funktionen
von r zu bestimmen, indem man zunichst aus (107), (108a) die Iy,
berechnet. Es folgt

o 1% Mawezp4 24r0

g = 1 “£ (fir o,p,06 = 1,2, 3)

r 14 Ar2
Py =T{ =TIy =0 (far o,f = 1,2,3) (1101b)
or: ~a el ‘
Pie=3r22L, o=y 20

Die Feldgleichungen ergeben dann auf Grund dieses Ansatzes die
Schwarzschildsche Losung

a = (1—2)ap—[ 4 4 s (inpagr 4 aon | 109a)

ped
>
wobei gesetat ist
334 = I
@, = reind sin g
Facmsmt cosg | 0T
Ly = r cosd (1091)
x M
ol ol 7

M bedeutet die um den Koordinatenursprung zentrisch sym-
metrisch gelagerte Sonnenmasse; die Lésung (109a) gilt nur auerhalb
dieser Masse, wo alle 7),, verschwinden. Findet die Planetenbewegung
in der x; — z,-Ebene statt, so ist (109 a) durch

A dr?
Rl e e SaFiat T i Tl
dsd — (1 r) dis AP L (1000)

Jea

r
zu ersetzen,
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Die Berechnung der Planetenbewegung stiitzt sich auf Gleichung (90).
Aus der ersten der Gleichungen (110 b) und (90) folgt fiir die Indizes 1, 2, 3

as\"™ ds “as

oder — integriert und in Polarkoordinaten ausgedriickt —

Ferner folgt aus (90) fir g = 4
b @ 1dfdm _ @1 1ap
SRR T R 1 R TR T R S P
woraus durch Multiplikation mit f? und Integration folgt
dl

e oMt e s T

In (109¢), (111) und (112) hat man drei Gleichungen zwischen den

vier Variabeln s, r, I, @, aus welchen man die Planetenbewegung auf

demselben Wege wie in der klassischen Mechanik rechnerisch ableiten

kann. Als wichtigstes Resultat ergibt sich hierbei eine sikulare Drehung

der Planetenellipse im Sinne der Umlaufbewegung, welche pro Planeten-
umlauf im absoluten Winkelmaf

24 mia?
{l,-—-—eﬂ]e::-’l_i_’"il..-'..-"'-'(llg)

betragt, wobei

a die grofie Halbachse der Planetenbahn in Zentimetern,
¢ die numerische Exzentrizitit in Zentimetern,

¢ = 3.101 die Vakuumlichtgeschwindigkeit,

T die Umlaufdauer in Sekunden

bedeutet, Dieser Ausdruck liefert die Erklirung fiir die seit hundert
Jahren (seit Leverrier) bekannte Perihelbewegung des Planeten Merkur
von etwa 42 in hundert Jahren, welche die theoretische Astronomie
bisher nicht in befriedigender Weise zu deuten vermochte,

Es bietet keine Schwierigkeit, die Maxwellsche Theorie des elektro-
magnetischen Feldes der allgemeinen Relativititstheorie einzugliedern,
und zwar unter Verwendung der Tensorbildungen (81), (82) und (77).
Ist namlich ¢, ein als elektromagnetisches Viererpotential zu deutender
Tensor vom ersten Range, so kann man einen elektromagnetischen Feld-
tensor @, definieren durch die Relation

09, 0o,

Puy — ax.._‘ 'a—x: Eaee = f114)
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Das zweite Maxwellsche Gleichungssystem ist dann definiert durch die
hieraus resultierende Tensorgleichung

OPuy |, 0Puy |, OPou
LoV S Ves- o
P TG ™
das erste Maxwellsche Gleichungssystem durch die Tensordichten-
relation
A a%’“" 3
5
wobei

B = V—99"% 9" " 9o¢

R e Ly
M=o
Setzt man in die rechte Seite von (96) den Energietensor des elektro-
magnetischen Feldes ein, so erhilt man (115) fiir den Spezialfall 3# = (
als Konsequenz von (96) durch Divergenzbildung. Diese Einordnung
der Elektrizititstheorie in das Schema der allgemeinen Relativitits-
theorie ist von vielen Theoretikern als dullerlich und unbefriedigend
empfunden worden. Auch konnte man auf diese Weise das Gleich-
gewicht der ein elektrisches Elementarteilchen konstituierenden Elek-
trizitat nicht begreifen. Es wiire eine Theorie weit vorzuziehen, welche
das Gravitationsfeld und das elektromagnetische Feld zusammen als eine
Wesenseinheit erscheinen lieBe. H. Weyl und neuerdings Th. Kaluza
haben in dieser Richtung geistreiche theoretische Ansitze gefunden,
von denen ich jedoch fiberzeugt bin, dafl sie uns nicht der wahren Li-
sung dieses Kernproblems niher bringen. Ich will hier auf diese Fragen
nicht nither eingehen, sondern nur noch dem sogenannten kosmologischen
Problem eine kurze Uber}egung widmen, weil ohne dessen Erwiigung die
Betraclitungen iber allgemeine Relativitit in gewissem Sinne unbefrie-
digend bleiben miissen.

Unseren bisherigen auf die Feldgleichungen (96) gegriindeten Be-
trachtungen lag die Auffassung zugrunde, daB der Raum im grollen
ganzen galileisch-euklidisch sei, und daB dieser Charakter nur durch
eingelagerte Massen gestort sei. Diese Auffassung war sicher auch ge-
rechtfertigt, solange wir nur Riume von der GroBenordnung der in der
Astronomie gewohnlich betrachteten Riume ins Auge faliten. Ob aber
auch beliebig grofe Teile des Weltalls quasi-euklidisch sind, ist eine
ganz andere Frage. Man macht sich dies leicht an dem schon mehrfach
herangezogenen Beispiel der Flichentheorié klar. Wenn ein ins Auge
gefaltes Stiick einer Fliche praktisch eben ist, so folgt daraus nicht,
daBl die ganze Fliche die Grundgestalt einer Ebene habe; die Fliche
konnte z. B. ebensogut eine Kugelfliche von hinreichend groliem Radius sein.
Die Frage, ob die Welt im GroBen in geometrischer Hinsicht nicht-
euklidisch sei, ist schon vor der Relativititstheorie vielfach diskutiert

Kosmo-
logisches
Problem,
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worden. - Aber durch die Relativititstheorie tritt diese Frage insofern
in ein neues Stadium, als nach ihr das geometrische Verhalten der
Kérper nicht selbstindig ist, sondern von der Verteilung der Massen
abhiingt.

Wire die Welt quasi-euklidisch, so hitte Mach mit seinem (e-
danken, daB die Trigheit ebenso wie die Gravitation auf einer Art
Wechselwirkung der Kérper beruhe, vollstindig unrecht gehabt. Denn
in diesem Falle wiren (bei passend gewihltem Koordinatensystem) die
gpev im Unendlichen konstant, wie gemil} der speziellen Relativititstheorie,
und die Werte der g,, wiirden bei passender Koordinatenwahl im End-
lichen nur wenig von diesen konstanten Werten abweichen, infolge des
Einflusses der im Endlichen befindlichen Materie. Die physikalischen
Eigenschaften des Raumes wiren dann zwar nicht ganz selbstindig,
d. h. unbeeinflult von der Materie, aber in der Hauptsache selbstindig
und nur in geringem Mafie durch die Materie bedingt. Eine derartige
dualistische Auffassung ist an sich schon wenig befriedigend; es sprechen
aber einige gewichtige physikalische Griinde dagegen, mit denen wir uns
einzeln beschiftigen wollen.

Die Hypothese, dafi die Welt unendlich und im Unendlichen eukli-
disch sei, ist vom relativistischen Standpunkt aus eine komplizierte Hypo-
these. In der Sprache der allgemeinen Relativititstheorie verlangt sie
nimlich, dall im Unendlichen der Riemannsche Tensor vierten Ranges
Riyim verschwinde (20 unabhingige Bedingungen), wiihrend in dem
Gesetz des Gravitationsfeldes nur die 10 Kriunmungskomponenten Rv:
auftreten. Ks ist gewil unbefriedigend, ohne physikalische Griinde eine
80 weitgehende Beschrinkung zn postulieren.

Zweitens aber macht es die Relativitatstheorie wahrscheinlich, dag
Mach auf dem richtigen Wege gewesen ist mit seinem Gedanken, dag
die Triigheit auf einer Wechselwirkung der Materie beruhe. Wir wolley
néamlich im folgenden zeigen, dali nach unseren Gleichungen trige Massen
(wenn auch sehr schwach) im Sinne der Relativitit der Trigheit auf-
einander wirken. Was mul im Sinne des Machschen Gedankens ep-
wartet werden?

1. Die Triigheit eines Kérpers mub zunehmen, wenn man ponderable
Massen in seiner Umgebung anhiuft.

2. Ein Korper mufl eine beschleunigende Kraft erfahren, wenn man
Massen in seiner Umgebung beschleunigt, und zwar mub die Kraft
mit jener Beschleunigung gleichgerichtet sein.

3. Ein rotierender Hohlkérper mufi in seinem Innern sowohl ein
yKoriolisfeld® erzeugen, welches bewegte Korper im Sinne der
Rotation ablenkt, ‘als auch ein radiales Zentrifugalfeld.

Wir werden nun zeigen, daf nach unserer Theorie diese drei nach
Machs Gedanken zu erwartenden Effekte tatsichlich vorhanden sein
miissen, allerdings in so kleinem Betrage, dal} an eine Bestitigung durch



ata AT =

Laboratoriumsexperimente nicht gedacht werden kann. Zu diesem Zweck
gehen wir auf die Bewegungsgleichung (90) des materiellen Punktes
zuriick und fihren die Approximation etwas weiter, als es durch die
Gleichung (904a) geschehen ist.

Zuniichst betrachten wir p,, als klein erster Ordnung. Von gleicher
Ordnung ist gemil der Energiegleichung das Geschwindigkeitsquadrat
der unter dem EinfluB der Gravitationskrifte bewegten Massen. Es ist
also logisch, wenn wir die Geschwindigkeiten sowohl des betrachteten
Massenpunktes als auch die der felderzeugenden Massen als klein von
der Ordnung § betrachten. Wir wollen nun die Niherung des aus der
Feldgleichung (101) und der Bewegungsgleichung (90) bestehenden Kom-
plexes so weit treiben, dafl wir im zweiten Gliede von (90) noch jene
Glieder beriicksichtigen, welche in jenen Geschwindigkeiten linear ab-
hingen. Ferner wollen wir nicht mehr ds und di einander gleich setzen,
sondern — wie es einer weitergehenden Niherung entspricht —

ds = {—gudl = (1 — ?2“-)11?
setzen. Man erhiilt dann aus (90) zunichst

d Yo\ doa] w dze dag Yau 2
di [(1 * “2') ] =l v (46

Aus (101) erhalten wir im Sinne der erstrebten Niherung

% [6dV,
“?n:‘—?znz“?ss:?u:in.‘. z °
e
e av,} (117)
VYia = 2 -

VYap = 0 -
wobei in (117) e, # nur die riumlichen Indizes bedeuten.
Auf der rechten Seite von (116) kénnen wir 1 |- ?;— durch 1 und

— I'l}y durch I‘;ﬂ ersetzen. Ferner ist leicht zu sehen, dafll wir fiir
diese Niiherung zu setzen haben

Hl Lt _hl 04 + E’_J’-Ul
& 2 0z, o,

[.“‘.' =9 1 d?_’“, Y aﬁ;«)
B 2\ oz,

af
| Iz I =0,
Einstein, Vier Vorlesungen,

o



wobei o, und g riumliche Indizes bedeuten. Wir erhalten daher aus :
(116) in gewdhnlicher Vektorschreibweise

10+ 08 = grada + 2 p [roty, v)
G == E_JEdVﬂ
=HreR r -+« - - (118)
'ﬁ-d-m"- av,
ASE L qh Y
ikl e

Die Bewegungsgleichungen (118) zeigen nun in der Tat, dal

1. die trige Masse proportional ist zu 1 -} 6, also bei Annitherung
von ponderablen Massen an den Probekorper zunimmt,

2. dab eine gleichsinnige Induktionswirkung beschleunigter Massen
auf den Probekérper stattfindet (Gliad aa?),

3. dab im Innern eines rotierenden Hohlkiorpers ein senkrecht zur
Rotationsachse bewegter Massenpunkt im Sinne der Rotation des
Hoblkorpers abgelenkt wird (Coriolisfeld). Die oben noch an-
gefihrte Zentrifugalwirkung im Innern von rotierenden Hohl-
kiorpern folgt, wie Herr Thirring gezeigt hat, ebenfalls aus dep
Theorie 1),

Wenn nun alle diese Effekte wegen der Kleinheit von % dem Experi-
ment auch unzuginglich sind, so sind sie doch nach der allgemeinen
Relativititstheorie sicher vorhanden. Man muB darin eine starke Stiitze
des Ma chschen Gedankens von der Relativitit aller Tragheitswirkungen
ansehen, Denkt man diesen Gedanken konsequent zu Ende, so mulf}
man erwarten, dab die ganze Triigheit, d. h. das ganze g, ,-Feld durch
die Materie der Welt bestimmt sei, nicht aber in der Hauptsache
durch Grenzbedingungen im Unendlichen.

Fiir eine befriedigende Auffassung des g,,-Feldes in kosmischen
Dimensionen erscheint die Tatsache von Bedeutung, daff die Relativ-
geschwindigkeit der Sterne klein ist gegen die Lichtgeschwindigkeit,
Hieraus folgt, daB bei passender Koordinatenwahl @44 in der Welt nahezn
konstant ist, zum mindesten in dem Teile der Welt, in welchem gich
Materie befindet. FEs erscheint auBerdem die Annahme natiirlich, daf
es in allen Gegenden der Welt Sterne gibt, so daB wir wohl annehmen
diirfen, die Inkonstanz von g,, entspreche einzig dem Umstande, dag

1) DaB die Zentrifugalwirkung mit der Existenz des Coriolisfeldes uy-
zertrennlich verbunden sein muB, erkennt man auch ohne Rechnung ay
dem Bpezialfall des relativ zu einem Inertialsystem gleichformig rotierenden
Koordinatensystems, welcher Fall unseren allgemein kovarianten Gleichuugp_nn
natiirlich geniigen mull.
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die Materie nicht kontinuierlich verteilt, sondern in einzelnen Himmels-
korpern und Systemen von solchen kondensiert ist. Wenn wir von diesen
mehr lokalen UngleichmiBigkeiten der Materiendichte und des Qv
Feldes absehen wollen, um etwas iiber die geometrische Beschaffenheit
der Welt im Grofen zu erfahren, so erscheint es natiirlich, an die Stelle
der wirklichen Massenverteilung eine kontinuierliche, und zwar eine
solche mit konstanter Dichte ¢ zu setzen. In dieser fingierten Welt
werden alle Punkte und riumlichen Richtungen geometrisch gleichwertiy
gein; sie wird also in ihren riumlichen Ausdehnungen von konstantem
KrimmungsmaBe und beziiglich der #,-Koordinate zylindrisch sein. Be-
sonders befriedigend erscheint die Moglichkeit, daB die Welt riumlich
geschlossen, also (gemidl unserer Annahme von der Konstanz von G)
von konstanter Kriimmung, und zwar spharisch oder elliptisch sei, weil
dann die vom Standpunkte der allgemeinen Relativititstheorie so un-
bequemen Grenzbedingungen fiir das Unendliche durch die viel natiir-
lichere Geschlossenheitshedingung zu ersetzen wiire.
Nach dem Gesagten haben wir anzusetzen

AP = Ada{ — Vuv ABuBTys « v v o v on s s (119)
wobei die Indizes & und ¥ nur von 1 bis 3 laufen. Die y,, wiren
solche Funktionen von z,, zy, #y, wie es einem dreidimensionalen Konti-
nuum von konstanter positiver Krimmung entspricht. Wir werden zu
untersuchen haben, ob ein solcher Ansatz den Feldgleichungen der Gravi-
tation Geniige leisten kann,

Um dies untersuchen zu konnen, miissen wir eine elementare
Zwischenbetrachtung iber die Differential bedingung einschalten, welcher
die dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten konstanten Kriitmmungsmales
geniigen. Kine sphirische Mannigfaltigkeit von drei Dimensionen, ein-
gebettet in ein euklidisches Kontinuum !) von vier Dimensionen, ist ge-
geben durch die Gleichungen

o+ o+ ot o=
do? + dad + dzd + dad = ds?,

Durch Elimination von #, erhilt man

2 : (@ dzy + zydwy + 0ydag)®
— L d .2 B 6] T .
a8 =da? + daf + dzg + B— ) — g — g
Bis auf Glieder in den z, vom dritten und héheren Grade kann
man also fiir die Umgebung des Koordinatenursprungs setzen

ds? = (5,,., + x‘;f") dz,dwx, .

Die Klammergrofe stellt die g,, der Mannigfaltigkeit in der Um-
gebung des Nullpunktes dar. Da die ersten Ableitungen der Guy im

1)-Die Zuhilfenahme einer vierten rdumlichen Dimension hat natiirlich
nur die Bedeutung eines rechnerischen Kunstgriffes,



Nullpunkt verschwinden, also auch die F,,”,., ist die Berechnung der Ris
dieser Mannigfaltigkeit nach (88) im Nullpunkt sehr einfach. Man erhilt

a? a?
R;rv == '2_6;:9 = 9 Juw-

2
Da die Beziehung R,, — % Juv allgemein kovariant ist, und alle

Punkte der Mannigfaltigkeit geometrisch gleichwert sind, so gilt die
Beziehung fiir jedes Koordinatensystem und iiberall in der/Mannigfaltig-
keit. Um Verwechslung mit dem vierdimensionalen Kontinuum zu ver-
meiden, wollen wir im folgenden die auf das dreidimensionale Kontinuum

beziiglichen GroBen durch griechische Buchstaben bezeichnen und setzen

Nun gehen wir dazu iiber, die Feldgleichungen (96) auf unseren
Spezialfall anzuwenden. Man erhélt nach (119) fir die vierdimensionale
Mannigfaltigkeit

Ruy — P,, fir die Indizes 1 bis 3
By = Ry, = Ry = B,y = 0

In die rechte Seite von (96) ist der Energietensor fir staubartig
verteilte Materie einzusetzen. Nach dem Bisherigen miilite also ge-
setzt werden !

THY: — Qf"‘. Li‘r"
ds ds’
spezialisiert auf den Fall der Ruhe. Wir fiigen aber noch ein Drucke
glied hinzn, das sich physikalisch wie folgt begriinden lifit. Die Materie
besteht aus elektrischen Elementarteilchen. Diese kinnen auf der Basis
der Maxwellschen Theorie nicht sin gularititsfrei als elektromagnetische
Felder aufgefalt werden; man braucht in Maxwells Theorie nicht ent-
haltene energetische Terme, um der Tatsache gerecht zu werden, daf das
einzelne Klementarteilchen trotz der abstoBenden Wirkung seiner gleich-
namig geladenen Teile aufeinander Bestand habe. Poincaré hat daher,
um dieser Tatsache irgendwie vorliufig gerecht zu werden, im Innern
dieser Teilchen einen Unterdruck angenommen, welcher die elektrosta-
tische Abstofung kompensieren soll. Es kann nun nicht behauptet
werden, dali dieser Druck auferhalb der Elementarteilchen verschwinde,
Diesem Umstand werden wir in unserer phianomenologischen Darstellung
dadurch gerecht, dafi wir der Materie ein Druckglied beifiigen. Dieses
ist aber nicht mit dem Druck der Hydrodynamik zu verwechseln, der
ja nur zur energetischen Darstellung dynamischer Verhiltnisse innerhalb
der Materie dienen soll. In diesem Sinne setzen wir
« du,
Tuv = Gua 9up 0 % ‘—fisﬂ TR (122)
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In unserem Spezialfall ist daher zu setzen

Tyy = Puyp (fiir & und v von 1 bis 3)

T, =06—p
T = —9""puvp+0—p=0—4p
Mit Ricksicht darauf, daf die Feldgleichungen (96) auch in der Form
li,uv — — X(Tuv 5T ;f};.lvT)

geschrieben werden konnen, erhalten wir demmnach aus (96) die Glei-
chungen

2 a
Tt Yov = % (3 _‘P) Yur

o= e re).
Hieraus folgt

sSid 0

e g ' 123
Tl o (123)

a = - £
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Damit ist den Feldgleichungen Geniige geleistet.

Soll die Welt quasi-euklidisch, ihr Kritmmungsradius also un-
endlich sein, so mul 6 verschwinden. Es ist aber unwahrscheinlich,
dal die mittlere Dichte der Materie in der Welt wirklich Null sei; dies
ist unser drittes Argument gegen die Annahme dafiir, dall unsere Welt
quasi-euklidisch sei. Ebensowenig scheint der von uns hypothetisch
eingefithrte Druck verschwinden zu kénnen, dessen physikalische Natur
erst durch eine bessere theoretische Erkenntnis des elektromagnetischen
Feldes erfalit werden konnte. Nach der zweiten der Gleichungen (123)
ist der Weltradius a durch die Gesamtmasse M der Materie bestimmt,
gemill der Gleichung

durch welche Relation die vollige Abhingigkeit des Geometrischen vom
Physikalischen besonders deutlich hervortritt.

Gegen die Auffassung von der riiumlich-unendlichen und fiir die
Auffassung einer raumlich-geschlossenen Welt lifit sich also folgendes
anfithren:

1. Vom Standpunkt der Relativititstheorie ist die Bedingung der
riaumlichen Geschlossenheit viel einfacher als die der quasi-euklidischen
Struktur entsprechende Grenzbedingung im Unendlichen.

2. Der Gedanke Machs, daB die Trigheit auf Wechselwirkungen
der Korper beruhe, ist in erster Niaherung in den Gleichungen der
Relativititstheorie enthalten; aus ihnen folgt namlich, dab die Trigheit
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miundestens zum Teil auf Wechselwirkung der Massen beruht. Es gewinnt
dadurch der Machsche Gedanke sehr an Wahrscheinlichkeit, da die
Annahme unbefriedigend ist, dafi die Trigheit zum Teil auf Wechsel-
wirkung, zum Teil anf selbstindigen Qualititen des Raumes beruhe. Dem
Machschen Gedanken entspricht aber nur eine riumlich-geschlossene
(endliche) Welt, nicht eine quasi-euklidische, unendliche. Uberhnupt
ist es erkenntnistheoretisch befriedigender, wenn die mechanischen und
metrischen Eigenschaften des Raumes vollstindig durch die Materie
bestimmt werden, was nur fir eine riumlich geschlossene Welt der
Fall ist.

3. Eine unendliche Welt ist nur moglich, wenn die mittlere Dichte
der Materie in der Welt verschwindet. Eine solche Annahme ist zwar
logisch moglich, aber weniger wahrscheinlich als die Annahme, dal es
eine endliche mittlere Dichte der Materie in der Welt gebe.
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